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ie Königl. Preufsische Akademie der Wissenschaften zu Berlin hatte 
am Leibniztage des Jahres 1882 folgende Preisfrage gemäfs den Bestim- 
mungen der Stein er 'sehen Stiftung gestellt: 

„Die bis jetzt zur Begründung einer rein geometrischen Theorie 
der Curven und Flächen höherer Ordnung gemachten Versuche sind 
hauptsächlich deswegen wenig befriedigend, weU man sich dabei — aus- 
drücklich oder stillschweigend — auf Sätze gestützt hat, welche der 
analytischen Geometrie entlehnt sind und gröfstentheils allgemeine Gül- 
tigkeit nur bei Annahme imaginärer Elemente geometrischer Gebilde be- 
sitzen. Diesem Übelstande abzuhelfen, giebt es, wie es scheint, nur ein 
Mittel: es mufs der Begriff der einem geometrischen Gebilde 
angehörigen Elemente dergestalt erweitert werden, dafs an 
die Stelle der im Sinne der analytischen Geometrie einem Ge- 
bilde associirten imaginären Punkte, Geraden, Ebenen wirk- 
lich existirende Elemente treten, und dafs dann die gedach- 
ten Sätze, insbesondere die auf die Anzahl der gemeinschaft- 
lichen Elemente mehrerer Gebilde sich beziehenden, unbe- 
dingte Geltung gewinnen und geometrisch bewiesen werden 
können. 

1* • 
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Für die Curven und Flächen zweiter Ordnung hat dies von Staudt 
in seinen „Beiträgen zur Geometrie der Lage" mit vollständigem Erfolge 
ausgeführt. Die Akademie wünscht, dafs in ähnlicher Weise auch das 
im Vorstellenden ausgesprochene allgemeine Problem in Angriff genom- 
men werde, und fordert die Geometer auf, Arbeiten, welche dieses Pro- 
blem zum Gegenstande haben und zur Erledigung desselben Beiträge von 
wesentlicher Bedeutung bringen, zur Bewerbung um den im Jahre 1884 
zu ertheilenden Steiner'schen Preis einzureichen. Selbstverständlich mufs 
in diesen Arbeiten die Untersuchung rein geometrisch durchgeführt wer- 
den; es ist jedoch nicht nur zulässig, sondern wird auch ausdrücklich 
gewünscht, dafs die erhaltenen Resultate auf analytisch-geometrischem Wege 
erläutert und bestätigt werden.*^ 

Die einzige rechtzeitig eingelaufene Arbeit wurde am Leibniztage 
des Jahres 1884 beurtheilt, aber derselben der Preis nicht zugesprochen. 
Indessen wiederholte die Akademie die Preisfrage, forderte aber nun- 
mehr die Hinzufügung analytischer Erläuterungen. Die folgende Arbeit, 
eine rein geometrische Theorie der ebenen algebraischen Curven begrün- 
dend, wurde am vorjährigen Leibniztage von der Akademie des ausge- 
setzten Preises für würdig befunden^). 

Der hohe Grad einfacher und sicherer Begründung der Thatsachen 
in der analytischen Geometrie beruht einmal darauf, dafs in die Funda- 
mente die imaginären Gröfsen vollständig aufgenommen sind, zweitens 
darauf, dafs vor Eintritt in dieselbe die Theorie der ganzen Functionen 
einer und zweier Variablen erledigt ist. Man weifs von vorne herein, dafs 
eine ganze Function einer Variablen und wten Grades n im Allgemeinen 
^versehiedene Nullstellen besitzt, und dafs zwei ganze Functionen mter 
und nter Dimension zweier Variablen mn im Allgemeinen verschiedene 
Werthepaare bestimmen, für die beide verschwinden. 

Daraus ergiebt sich naturgemäfs eine Zerlegung des Stoffes in vier 
grofse Abschnitte. Der erste hat sich mit den imaginären Elementen zu 
beschäftigen und mufs zeigen, dafs man auch mit Rücksicht auf die ima- 
ginären Elemente derselben die Grundgebilde projectivisch resp. collinear 

1) Es sei dem Verfasser zur Vermeidung möglicher Mifsverständnisse die Mit- 
theilnng gestattet, dafs er mit dem Verfasser der früheren Arbeit nicht identisch ist. 
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auf einander beziehen kann, so dafs die beiden Haupteigenschaften der 
projectivischen Reihen erhalten bleiben, dafs sie eindeutig bezogen und 
durch drei Paare entsprechender Elemente bestimmt sind. Diese Auf- 
gabe hat bekanntlich von Staudt in seinen Beiträgen zur Geometrie der 
Lage vollständig gelöst, indem er die imaginäre Gerade zweiter Art zum 
Mittelpunkt der Darstellung machte; die GrundzOge dieser Theorie werden 
in der Einleitung dargelegt. 

Ich biete in dem ersten Capitel meiner Arbeit (§§ 1 — 21) eine 
Behandlung der projectivischen Verhältnisse der reellen Ebene, welche 
allein von ihren eigenen imaginären Punkten und Geraden Gebrauch macht. 
Das Oapitel schliefst mit dem Nachweise ab, dafs zwei projectivische Ge- 
bilde desselben Trägers stets gemeinsame und im Allgemeinen zwei ver- 
schiedene gemeinsame Elemente haben. Die Punkte einer imaginären Ge- 
raden werden dabei durch ihre reellen Träger, die einen imaginären Punkt 
enthaltenden Strahlen durch ihre reellen Punkte ersetzt. Die Punkte einer 
reellen Geraden werden durch die reellen Punkte bestimmt, die mit ihnen 
und einem imaginären Punkte aufserhalb sich durch eine Gerade verbin- 
den lassen, und die von einem reellen Punkt ausgehenden Strahlen durch 
die reellen Geraden, die ihre Schnittpunkte mit einer festen imaginären 
Geraden enthalten. 

Das zweite Capitel (§§ 22 — 76) bietet in der Theorie der Involu- 
tionen das geometrische Ersatzmittel für die der ganzen Functionen. Wie 
eine unbekannte Punktgruppe durch eine Gleichung analytisch dargestellt 
wird, wird sie geometrisch fixirt als Coincidenzgruppe zweier projecti- 
vischer Involutionen. Eine einzelne Gruppe einer Involution nter Ord- 
nung ilj^g • • • ^n 9 ^1^2 • • • ^n kann als Gruppe gemeinsamer Elemente 
der Involutionen 

« 
^1-^2 •• • ^n-m > -ö^ßg • • • ^n-m j ©1 ^2 ' ' ' ^'n-m J • • • A ^n-m + l ' ' ' ^n ^ 

-^n-m + l • • • ^» 1 ^n-m-¥l • • • ^^„ 5 • • • > 

betrachtet werden. Es wird gezeigt, dafs, wenn nur (5^_^+i . . . 6„+i ge- 
ändert wird, die Gruppe der Involution nter Ordnung als mit ihr projec- 
tivisch veränderlich bezeichnet werden kann. Es wird ferner dargelegt, 
dafs zwei solche Reihen stets gemeinsame Elemente und im Allgemeinen 
n verschiedene besitzen. Da naturgemäfs der Schlufs von n auf n -H 1 
die Beweismethode ist, so gliedert das Capitel sich zunächst in drei Ab- 
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schnitte, in deren erstem die Involution zweiter Ordnung behandelt wird, 
in deren zweitem die Lehrsätze Ober Involutionen nter Ordnung angestellt 
werden, die dann im dritten erwiesen werden. In einem vierten Ab- 
schnitte werden daraus neue Folgerungen gezogen. 

Eine verschwindende ganze Function zweier Vaiiablen y und x^ 
von den Graden m und nx in ihnen, liefert, wenn man letztere als Pa- 
rameter betrachtet, eine gesetzmäfsige Anordnung von Gruppen eines 
linearen Systems, und zwar hängt jede Gruppe im Allgemeinen ein- 
deutig von ihrem Parameter ab. Daher werden im dritten Capitel 
(§§ 77 — 119) der Arbeit zunächst in einem ersten Abschnitt die „In- 
volutions- Netze" zweiter und i^iter Stufe behandelt, die den linearen Sy- 
stemen binärer Formen zweiter resp. jixter Stufe entsprechen. Es wird 
die Analogie hervorgehoben, welche das erstere Netz mit der Ebene und 
das Netz dritter Stufe mit dem Räume haben würde. Darauf wird im 
zweiten Abschnitte aus dem Involutionsnetz zweiter Stufe eine einfach 
unendliche Reihe herausgehoben, die zu ihm sich verhält, wie der Kegel- 
schnitt zur Ebene. Diese Involution zweiten Ranges deckt sich mit der 
gleich Null gesetzten ganzen Function, die in x vom zweiten, in y vom 
mten Grade ist. Analog wird aus dem allgemeinen Netze /ixter Stufe im 
dritten Abschnitt eine Reihe herausgehoben, die zu ihm sich verhält, wie 
die cubische Curve zum Räume. Sie deckt sich mit der gleich Null ge- 
setzten ganzen Function mten und /uten Grades in y und x. Das Schlufs- 
resultat des Abschnittes ist, dafs zwei projectivische Involutionen mter 
Ordnung, juten Ranges und nter Ordnung, vten Ranges mv--h/ifx ge- 
meinsame Stellen haben. 

Das vierte Capitel (§§ 120 — 178) zieht nun aus den vorigen die 
Früchte. Die drei ersten Abschnitte begründen durch Schlüsse von 
2 auf n und n + 1 die Lehrsätze über die verschiedene Erzeugbarkeit 
der Ourven, ihre gemeinsamen Punkte, sowie über ihr Zusammenschlief sen 
zu Büscheln und Netzen. Im vierten und fünften Abschnitt werden Lehr- 
sätze über Schnittpunkt-Systeme ebener Curven aufgestellt und bewiesen, 
endlich wird im sechsten Abschnitt die Bestimmung der Curven durch ge- 
gebene Punkte erörtert. 

Die analytisch - geometrischen Entwickelungen habe ich im fünften 
Capitel (§§ 179 — 196) im Zusammenhange behandelt. 
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Das Besondere unterliegt ewig dem AUgemeinen; 
Das Allgemeine hat ewig sich dem Besondem zu fügen. 

[Goethe.] 



Einleitung. 

Wie in der Analysis die durch reelle Gröfsen nicht lösbaren Glei- 
chungen zweiten Grades zur Einführung der complexen Zahlen nöthigen, 
so drängen sich in der Geometrie die imaginären Gebilde bei den Auf- 
gaben zweiten Grades auf, denen kein reelles Gebilde Genüge leistet. Die 
Aufgaben zweiten Grades der Ebene lassen sich im Wesentlichen alle auf 
die folgende und ihre dual gegenüberstehende zurückführen: 

Gegeben auf einer reellen Geraden zwei projectivische Punktreihen 

gesucht werden die beiden Reihen gemeinsamen Punkte. Zwei reelle und 
verschiedene Punkte sind der Reihe A^B^C^. . . mit unendlich vielen Rei- 
hen gemeinsam, und es liegt eine bestimmte unter ihnen mit A^B^^Ci . . . 
in Involution (^ABC...). 

Die Punkte, welche der gestellten Aufgabe entsprechen, sind jeden- 
falls eindeutig bestimmt als Doppelpunkte der Involution AA^ , BB^, von 
der dann kein Paar das andere trennt. Wenn irgend zwei und folglich 
je zwei Paare einer Involution einander trennen, so betrachtet man die- 
selbe als Darstellung der dann nicht reell vorhandenen Doppelpunkte der 

Keihen 

ABC . . . A ^1-^1 C-^ • • . 

Die so gewonnenen conjungirt imaginären Punkte und die dual gegen- 
überstehenden conjungirt imaginären Strahlen kann man bei einfacheren 
geometrischen Constructionen an Stelle zweier reeller Punkte oder Ge- 
raden einführen, nachdem man jenen eine für beide Fälle gleich verlau- 
fende Lösungsform gegeben hat. In erster Linie kann man in dieser 
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Weise die Bestimmungen des Kegelschnittes aus gegebenen Punkten und 
Tangenten umgestalten. 

Allein der Umstand, dafs man so die imaginären Gebilde nur 
paarweise behandeln kann, während die Deduction doch häufig einzelne 
imaginäre Punkte und Strahlen verlangt, birgt grofse Unbequemlichkeiten. 
Soll z. B. eine Gerade durch zwei imaginäre Punkte gelegt werden, so 
müssen ihre Träger zunächst in der Art perspectivisch bezogen werden, 
dafs Paare ihrer Involutionen einander entsprechen. Dies geht aber in 
zwei verschiedenen Weisen an; daher giebt es zwei verschiedene Punkte 
S und S^, von denen aus die Involutionen beider gegebener Punkte durch 
dieselbe Strahleninvolution projicirt werden. Es bleibt völlig unbestimmt, 
welcher von beiden mit den gegebenen Punkten in einer Geraden liegt. 

Das volle Verdienst, diese und andere Schwierigkeiten der geome- 
trischen Imaginären -Theorie überwunden zu haben, kommt von Staudt 
zu. Seine bezüglichen Untersuchungen sind in den „Beiträgen zur Geome- 
trie der Lage" niedergelegt (drei Hefte, Nürnberg 1856, 1857 und 1860). 
Die beiden verschiedenen Bewegungsrichtungen, welche irgend eine Ge- 
rade zuläfst, kann man durch die Punktfolgen ABA^B^ und AB^A^B 
fixiren, wenn AA^ und BB^ Paare einer Involution derselben ohne Dop- 
pelelemente sind. Von Staudt hat nun den glücklichen Gedanken, diese 
Punktfolgen als Darstellungen der beiden conjungirten Punkte zu betrach- 
ten, welche durch die Involution bedingt werden. Bei allen Darstellun- 
gen des ersteren (CDC^D^) durch irgend zwei Paare CC^ und DD^ sei- 
ner Involution sollen C , D und C^ in dem einmal bestimmten Sinne ABA^ 
folgen. Ganz in derselben Weise werden die beiden conjungirten Geraden 
getrennt, welche durch irgend eine elliptische Strahleninvolution bedingt wer- 
den. Bei allen Darstellungen aia^fti ; crfcjtij; . .. der einen sollen«, 6, a^; 
c,rf,Ci; . . . in demselben (Drehungs-) Sinne auf einander folgen, bei allen 
Darstellungen ab^a^b ; cd^c^d; . . . der zweiten aber a^b^^a^; c^d^^c^; . » . 
in dem zu jenem entgegengesetzten Sinne (Beiträge No. 116). 

Nunmehr bestimmen irgend zwei imaginäre Punkte der reellen 
Ebene eine imaginäre Gerade. Denn die Träger der ersteren können 
nur in einer Weise perspectivisch so bezogen werden, dafs je zwei Dai'- 
stellungen derselben einander entsprechen. Daher ergiebt sich auch nur 
ein reeller Punkt, der mit den gegebenen in einer Geraden liegt, von 
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der also jede Darstellung zu zwei Darstellungen der gegebenen Punkte per- 
spectivisch ist. Ebenso bestimmen zwei imaginäre Geraden einen Punkt. 

Der Raum enthält neben den imaginären Elementen seiner reellen 
Ebenen und Geraden noch zunächst imaginäre Ebenen. Jede in einem 
Ebenenbüschel enthaltene Involution ohne Ordnungselemente, mit der ein 
bestimmter Drehungssinn verbunden wird, bestimmt eine imaginäre Ebene, 
in welcher der reelle Träger des Büschels liegt. Jede den letzteren nicht 
schneidende reelle Gerade hat mit derselben einen imaginären Punkt ge- 
meinsam, dessen Darstellungen zu denen der Ebene perspectivisch sind. 
Da jede reelle Ebene sie in einer imaginären Geraden triflFt, so hat auch 
jede in einer reellen Ebene gelegene imaginäre Gerade einen imaginären 
Punkt mit der imaginären Ebene gemeinsam, wofern sie nicht ganz in 
ihr liegt. 

Aufser den imaginären Geraden, die in je einer reellen Ebene 
liegen und daher auch je einen reellen Punkt enthalten, giebt es Ge- 
raden zweiter Art im Räume, bei denen beides nicht stattfindet. Von 
St au dt definirt dieselben mit Hülfe eines geschaart-involutorischen Sy- 
stemes ohne Ordnungslinien. In einem involutorischen Systeme mit Ord- 
nungselementen kann entweder jeder Punkt einer Ebene s und ein ande- 
rer S aufserhalb derselben sich selbst entsprechen, oder jeder Punkt, der 
in einer von zwei sich nicht schneidenden Geraden gelegen ist. Im ersten 
Falle gehen alle sich selbst entsprechenden oder Leitstrahlen des Systems 
durch den Ordnungspunkt, im zweiten Falle aber durch die beiden Ord- 
nungsstrahlen. Als geschaart-involutorisch ist ein involutorisches System 
in diesem Falle zu bezeichnen und dann, wenn es überhaupt keine reellen 
Ordnungselemente besitzt. Zwei entsprechende Geraden können sich näm- 
lich im dritten Falle überhaupt nicht treffen und im zweiten Falle nur in 
einem Punkte einer Ordnungslinie. Daher giebt es in beiden Fällen un- 
endlich viele Regeischaaren, deren Leitschaaren nur aus Leitstrahlen be- 
stehen, welche nämlich entsprechende Punkte zugehöriger Geraden A GF. . . 
~J\ A^G^F^ . . . verbinden. Zu den Involutionen des Systemes, deren Trä- 
ger diese Leitstrahlen sind, ist in der Regelschaar eine bestimmte Invo- 
lution gg^hh^ perspectivisch. Wenn Ordnungslinien vorhanden sind, so 
gehören sie jeder derartigen Involution als Doppelstrahlen an. Wenn die 
Ordnungslinien imaginär sind, so sind alle diese Involutionen ohne Ord- 

Maih, Äbh, nicht zur Akad. gehör. Gelehrter. Jdd7, L 2 
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nungselemente und Darstellungen der beiden imaginären Strahlen. Jeder 
Leitstrahl trifft beide in zwei conjungirten Punkten und sendet aufserdem 
zwei Ebenen aus, die alle Punkte derselben enthalten. Durch irgend eine 
Darstellung gg^hh^ der beiden Strahlen, die man von einer beliebigen 
Geraden ^r ausgehen lassen kann, ist das zu Grunde liegende involutori- 
sche System bestimmt, ebenso durch vier Leitstrahlen, die nicht alle zu 
einer Darstellung perspectivisch sind. 

Auch hier weifs von Staudt einen bestimmten Richtungssinn mit 
dem involutorischen Systeme zu verbinden und dadurch eine Trennung 
der beiden Ordnungslinien zu bewirken. Wird mit der Involution ggihh^ 
der bestimmte Sinn ghg^hy verbunden, so wird auch mit den hierzu per- 
spectivischen Involutionen der Leitstrahlen in ihrer Leitschaar je ein be- 
stimmter Sinn 

verbunden. Da die beiden Punktfolgen auf p und q zu demselben Ebe- 
nenbüschel r perspectivisch sind, so sind sie hinsichtlich r und jedes an- 
deren Strahles der SchsL&r pqr in gleichem Sinne beschrieben, denn nach 
von Staudt's Definition sind zwei Punktfolgen ABC und EFG auf p 
und q hinsichtlich r in gleichem Sinne beschrieben, wenn die Folgen 
r(ABC) und r(EFG) gleichen Sinnes sind (Beitr. No. 52, links). Wenn 
nun eine Geradem die Regelschaar j^gr» überhaupt nicht trifft, oder doch 
nicht in zwei Punkten, die durch p und q getrennt werden, so zeigt 
von Staudt (Beiträge 55), dafs die beiden Folgen ABA^B^ und CDC^D^ 
auch bezüglich s in gleichem Sinne beschrieben sind. Irgend ein Leit- 
strahl des involutorischen Systemes mufs aber entweder ganz in der Re- 
gelfläche liegen, oder er kann sie überhaupt nicht treffen, denn als zwei 
verschiedenen Leitstrahlen angehörig, müfste ein etwaiger gemeinsamer 
Punkt ein Ordnungspunkt des involutorischen Systemes sein. Daher sind 
die beiden Punktfolgen 

ABA^B^ , CDC^D^ 

in gleichem Sinne bezüglich jedes beliebigen Leitstrahles beschrieben. Die 
beiden Leitstrahlen p und g, denen sie selbst angehören, sind aber, weil 
AC oder g willkürlich war, unabhängig von einander. Daher ist dann 
folgende Thatsache bewiesen : wenn man mit irgend einer der im System 
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enthaltenen Involationen , die aus Ebenen durch einen Leitstrahl s sich 
bilden lassen, einen bestimmten Sinn verbindet, mit jeder geraden auf 
einem Leitstrahl gelegenen Involution den perspectivischen Sinn, so ge- 
hören alle diese imaginären Punkte noch unendlich vielen anderen Ebenen 
an, von denen durch jeden Leitstrahl genau eine geht. Alle diese imagi* 
nären Punkte werden zu einer Geraden zweiter Art gerechnet, durch 
welche auch alle letzteren Ebenen gehen. Die verschiedenen Darstellungen 

ghg^h^ , efe^f^ u. s. w. 

durch vier Geraden je einer Regelschaar sind zu je einfach unendlich 
vielen Darstellungen von Punkten derselben perspectivisch. Sie selbst, 
das heilst die zu ihnen perspectivischen Ebenen-BQschel 

sind in Bezug auf irgend einen Leitstrahl s in gleichem Sinne beschrieben. 

Die Gerade zweiter Art hat mit jeder reellen Ebene einen ima- 
ginären Punkt gemeinsam und bestimmt mit jedem reellen Punkte eine 
imaginäre Ebene. Denn die Ebene enthält einen Leitstrahl, in welchem 
sie von ihrer entsprechenden Ebene im involutorischen System getroffen 
wird. Auf ihm liegt ein Punkt der Geraden zweiter Art. Der einzige Leit- 
strahl aber, der von einem reellen Punkte ausgeht, ist der Träger einer 
Ebene, welche die imaginäre Gerade xmd alle ihre Punkte enthält. 

Zwei imaginäre Punkte bestimmen, wenn ihre Träger sich nicht 
schneiden, eine imaginäre Gerade zweiter Art. Denn wenn man die 
Darstellung DED^E^ des zweiten zu derjenigen ABA^B^ des ersteren pro- 
jectivisch setzt, so ist sie durch D eindeutig bestimmt. Wenn nun AD, 
jBE, A^Di , B^E^ mit e^ /, e^ , /^ bezeichnet werden, so ist efe^f^ eine Dar- 
stellung der gesuchten Geraden. Sie ist eindeutig bestimmt, weil damit 
auch ihr involutorisches System eindeutig gegeben ist. Ebenso bestim- 
men zwei imaginäre Ebenen eine imaginäre Gerade zweiter Art, in der 
sie sich schneiden, wenn ihre reellen Träger sich nicht treffen, im an- 
dern Falle eine solche erster Art. 

Eine imaginäre Ebene enthält eine imaginäre Gerade zweiter Art voll- 
ständig, wenn irgend zwei Punkte P und Q derselben in ihr liegen. Denn 
Darstellungen der letzteren und der sie verbindenden Geraden sind zu 
irgend einer Darstellung der Ebene perspectivisch. Der reelle Träger der 
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letzteren ist folglich ein Leitstrahl des Systems, welches der Geraden zu 
Grunde liegt. Alle durch P und Q gehenden Ebenen haben die durch 
beide bestimmte Gerade und alle ihre Punkte gemeinsam. Wenn P und 
Q eine Gerade erster Art bestimmen, so liegt diese ebenfalls ganz in 
der Ebene. 

Eine Gerade und ein Punkt bestimmen eine Ebene. Wenn beide 
imagmär sind, so legt man zuerst durch letzteren eine reelle Ebene, die 
mit der Geraden einen zweiten imaginären Punkt gemeinsam hat. Die 
beide Punkte enthaltende Gerade hat einen reellen Punkt, von dem aus 
die einzige Ebene durch die Gerade sich legen läXst, die auch den ge- 
gebenen Punkt enthält. Ebenso hat eine Gerade mit einer Ebene, in der 
sie nicht ganz liegt, einen Punkt gemeinsam. 

Drei imaginäre oder theils reelle Punkte liegen entweder in einer 
Geraden, oder sie bestimmen eine Ebene. Drei reelle oder theils imagi- 
näre Ebenen gehen entweder durch eine Gerade, oder sie bestimmen einen 
einzelnen ihnen gemeinsamen Punkt. Daraus sieht man, dafs die Ele- 
mente des Raumes, wenn man imaginäre und reelle zusammen nimmt, 
dieselben Grundeigenschaften erfüllen, welche bei dem Räume der reellen 
Elemente gültig waren. Auch jetzt noch kann der Punkt der Ebene re- 
ciprok gegenObergesteUt werden, und die Gerade nimmt zwischen beiden 
die Mittelstellung ein. Soll die Geometrie der Ebene allgemein behan- 
delt werden, so braucht man nur diejenige irgend einer reellen Ebene 
behandeln und kann dann diejenige irgend einer zweiten reellen oder 
imaginären Ebene dadurch herstellen, dafs man sie auf die erste perspec- 
tivisch bezieht. 

In dem zweiten „Beitrage zur Geometrie der Lage*^ entwickelt 
von Staudt in erster Linie, wie man einförmige Gebilde projectivisch 
beziehen kann. Irgend ein Element S eines Trägers liegt zu drei an- 
deren PQR desselben entweder neutral, oder es ist im Sinne PQR oder 
QPR beschrieben. Wenn man es mit Punkten derselben Geraden zwei- 
ter Art und mit den Trägern pqrs zu thun hat, so gehören diese im 
ersten Falle zu derselben Regelfläche. Im zweiten Falle ist die Darstellung 
von S im Sinne von pqr^ und im dritten im Sinne qpr beschrieben. 
(Seite 11.) Diese Definition bleibt dann bestehen, wenn PQRS Ebenen 
sind, welche dieselbe Gerade zweiter Art enthalten (Beiträge No. 196). 
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Wenn PQRS vier Elemente einer Geraden sind, u^ und u^ aber 
zwei imaginäre Geraden zweiter Art, so stimmen die beiden perspectivi- 
8chen Würfe 

PiQiRiS^ oder Uj^(PQRS) und P2Q2^2^2 oder u^(PQRS) , 

was den Sinn anbelangt, Überein. Es verhalten sich S^ und S2 zu PiQiRi 
Tind P2Q2R2 neutral, oder S^ ist im Sinne P^Q^R^ und gleichzeitig Sg im 
Sinne Pg 02-^2 beschrieben, oder es ist endlich S^ im Sinne Q^P^R^ und 
S2 im Sinne ^2^2-^2 beschrieben. Daher kann man auch (Beitr. 200) 
sagen, dafs PQRS^ ^löi^i^i ^^^ P2 02-^2^2, was den Sinn anbelangt, 
übereinstimmen, und so diesen Begriff auf reelle Geraden und imaginäre 
erster Art übertragen. 

Aus dem analogen Grunde kann man Überhaupt sagen, dafs zwei 
in perspectivischen Gebilden einander entsprechende Würfe PQRS und 
Piöi-ß^S^, was den Sinn anbelangt, übereinstimmen; auf diese Weise de- 
finirt man zugleich für alle einförmigen Gebilde, was unter dem Sinne 
zu verstehen ist, in welchem S bezüglich PQR beschrieben ist. 

Zwei räumliche Systeme sind reell- projectivisch bezogen, wenn sie 
(No. 156), was ihre reellen Elemente anbelangt, projectivisch bezogen 
sind. Dabei entspricht jedem imaginären Element ein anderes, dessen 
Darstellung derjenigen des gegebenen entspricht. Wenn zwei reelle Ge- 
bilde reell -projectivisch sind, so sind je zwei entsprechende Würfe, was 
den Sinn anbelangt, von einerlei Art, denn sie können als das erste und 
das letzte Glied von mehreren Gebilden betrachtet werden, von denen auf 
einander folgende reell -perspectivisch sind. 

Zu einer Kette gehören nach von Staudt alle die Elemente eines 
einförmigen Gebildes, welche zum Sinne von irgend dreien unter ihnen 
sich neutral verhalten. Bei einer imaginären Geraden zweiter Art ge- 
hören alle die Punkte zu einer Kette, deren reelle Träger zu einer Re- 
gelschaar gehören; wenn der Punkt S im Sinne PQR und T im Sinne 
QPR beschrieben ist, so liegen ihre Träger s und t zu verschiedenen 
Seiten der Regelschaar j^g^r. Jede s und t enthaltende Regelschaar des 
zu Grunde liegenden Systems triflft pqr in zwei verschiedenen Geraden. 
8 und t können so bestimmt werden, dafs sie durch je zwei solche Ge- 
raden und, wie von Staudt definirt, durch die Kette harmonisch ge- 
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trennt werden. Die Bezeichnungen werden auf perspectivische Gebilde 
übertragen; alle reellen Elemente eines reellen Trägers gehören derselben 
Eette an, welche harmonisch durch irgend zwei conjungirt imaginäre 
Elemente getrennt wird. Bei einem Strahlbüschel mit imaginärem Cen- 
trum in einer reellen Ebene liegen die reellen Punkte aller Strahlen einer 
Eette auf einem Kegelschnitt, der das Centrum und den hierzu conjun- 
girten Punkt enthält. 

Zwei einförmige Gebilde sind projectivisch, wenn jedem Elemente 
ein Element entspricht, und überdies zwei entsprechende Würfe, was den 
Sinn anbelangt, übereinstimmen, insbesondere also jeder Eette eine Eette 
oder jedem neutralen Wurfe ein neutraler Wurf entspricht (Beitr. 215). 
Jedem harmonischen Wurfe gehört dabei ein harmonischer Wurf zu. 
Trennen nämlich die Punkte MN einer imaginären Geraden zweiter Art 
die beiden Punktepaare AA-^ und BB^ derselben harmonisch, so hegen so- 
wohl die vier Träger mnaa^ als auch mnhh^ harmonisch, a und a^, 
sowie 6 und b^ entsprechen sich in dem involutorischen Systeme mit den 
Ordnungslinien m und n. In demselben gehören die Regelflächen mah 
und ma^h^ einander zu. Der Geraden ^, welche in ersterer noch von 
einem Punkte von m ausgeht, entspricht eine Gerade p^, die von dem- 
selben Punkte von m ausgeht und in der Ebene mp liegt. Daher be- 
rühren sich mah und ma^b^ längs m oder sie haben nur m gemeinsam, 
und es gilt analoges von mab^ und ma^b. Wenn diese beiden Eigen- 
schaften erfüllt sind, so giebt es eine zweite Gerade n, die mit m zusam- 
men aa^ und bb^ harmonisch trennt. Wenn in einer zweiten projecti- 
vischen Geraden zweiter Art jenen Punkten diejenigen mit den Trägem 
m', n', a', a|, 6', h\ entsprechen, so gehören jenen Regelflächen die folgenden 
ma'b' und m*a[b[^ sowie m'a'b[ \mdm*a[b* zu, die je nur m' gemeinsam 
haben, darum mufs m' mit einem anderen Strahle sowohl a'a^ als auch 
b'b^ harmonisch trennen. Da eine analoge Entwickelung für n und n' 
gemacht werden kann, und nur ein Punktepaar m'n' die beiden harmoni- 
schen Trennungen bewirken kann, so gehören die harmonischen Würfe 
mnaa^ und m*n'a'a[ oder 7i'm'a'a[ einander zu. Der Satz überträgt sich 
durch eine Reihe von Projectionen auf alle einförmigen Gebilde. 

Wenn zwei reelle einförmige Gebilde so projectivisch sind,.dafs 
irgend drei reellen Elementen des einen drei reelle des anderen entsprechen. 
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so sind die Gebilde reell-projectivisch. Denn zuerst entsprechen die aus 
je den reellen Elementen bestehenden Ketten einander und zwar pro- 
jectivisch, weil je zwei harmonische Würfe einander zugehören. Ent- 
sprechen die reellen Würfe AB CD und A^^B^C^D^ einander, so gehören 
den conjungirten Punkten ABCD und AD CB, die sowohl durch AC als 
BD harmonisch getrennt werden (wenn ABCD in einerlei Sinn einander 
folgen) die beiden conjungirt imaginären Punkte zu, die sowohl durch 
A^Ci als auch durch B^D^ harmonisch getrennt werden. Einer von den 
beiden Punkten A^B^C^D^ oder A^D^C^B^ mufs sich zum Sinne A^B^C^ 
verhalten, wie der Punkt ABCD zum Sinne ABC; er wird dem Punkte 
ABCD zugeordnet. Nun kann man jedenfalls durch eine Reihe perspec- 
tivischer Operationen -4 jBCZ) und A^B^C^D^ reell-projectivisch beziehen. 
Dabei werden die Elemente ABCD und A^B^C^D^ einander zugewiesen 
und es stimmen daher die Würfe 

A,B,C , ABCD und A^ , B^ , C^ , A^B^C^D^ , 

was den Sinn anbelangt, überein. Mithin müssen auch in den gegebenen 
Reihen ABCD und A^B^C^D^ einander zugehören, und diese müssen 
reell-projectivisch sein. 

Zwei projectivische einförmige Gebilde desselben Trägers sind iden- 
tisch, wenn sie drei Elemente entsprechend gemein haben. Z. B. werden 
zwei Ebenen - Büschel betrachtet, die dieselbe imaginäre Gerade zweiter 
Art zur Axe haben. Die reellen Geraden der drei entsprechend gemein- 
samen Ebenen werden von unendlich vielen reellen Geraden geschnitten. 
Auf jeder schneiden die Büschel Punktreihen aus, die zuerst reell-pro- 
jectivisch sind und dann identisch, da drei Paare sich selbst entspre- 
chender Punkte vorhanden sind. Zwei projectivische Gebilde sind dem- 
nach unzweideutig auf einander bezogen, sobald irgend drei Elementen 
des einen die entsprechenden des anderen zugewiesen sind. Als projec- 
tivisch können zwei Gebilde folglich allgemein dann bezeichnet werden, 
wenn sie als erstes und letztes Glied einer Reihe von einförmigen Ge- 
bilden betrachtet werden können, von denen je zwei folgende zu ein- 
ander perspectivisch sind. Zwei projectivische in einander liegende Ge- 
bilde haben stets gemeinsame und im Allgemeinen zwei verschiedene ge- 
meinsame Elemente. 
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Nachdem von Staudt auf diese Weise gelehrt hat, daCi man 
auch mit Rücksicht auf ihre imaginären Elemente die einförmigen Ge* 
bilde projectivisch beziehen kann, führt er diese Gebilde in das Funda- 
ment seines Lehrgebäudes ein. Zwei ebene Systeme sind dann collinear 
oder reciprok noch zu beziehen, wenn irgend vier reellen oder imaginä- 
ren Punkten vier behebige Punkte oder Geraden zugewiesen sind. Die 
Kegelschnitte und die Flächen zweiten Grades werden als Ordnungsgebilde 
der allgemeinsten ebenen und räumlichen Polar- Systeme behandelt« Die 
Kegelschnitt -Theorie wird bis zu den Netzen, die Theorie der Flächen 
zweiter Ordnung bis zur Behandlung der einfachen Curven -Systeme und 
der Raumcurven vierter Ordnung gefördert. 

Das durch zwei gegebene Gebilde, Curven oder Flächen, bestimmte 
einfache System behandelt von Staudt und nach ihm Hr. Th. Reye in 
seiner „Geometrie der Lage" mit groiser Einfachheit aus der Definition 
heraus, dafe irgend ein Punktepaar AB entweder fiir sie alle oder nur 
fOr ein bestimmtes Gebilde conjugirt sein soll, woraus insbesondere folgt, 
dafe ein beliebiger Punkt P entweder nur ein Gebilde des einfachen Sy- 
stemes bestimmt, oder ihnen allen angehört. Dieses Verfahren ist des- 
wegen so brauchbar, weil man zeigen kann, dafs Curve resp. Fläche und 
Polar -System einander eindeutig bedingen. Weil der analoge Nachweis 
für Polar -Systeme höherer Ordnung sich nicht so leicht führen lassen 
dürfte, bin ich in der folgenden Arbeit zu der Steiner'schen Definition 
der Curven als Erzeugnisse projectivischer Büschel zurückgekehrt. Dafe 
man aus Gebilden nter Ordnung, Punktgruppen, Curven oder Flächen, 
für welche die Polar- Eigenschaften vorausgesetzt werden, Polar- Systeme 
der Gebilde n+lter Ordnung zusammensetzen kann, hat Hr. Thieme 
gezeigt. (Vergl. die Noten.) 
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Erstes Capitel. §§ 1-21. 

Die imaginären Elemente der reellen Ebene nach von Staudt 
und die projectivische Beziehung zwischen ihren einförmigen 

Grundgebilden. 

§ 1. Nach von Staudt 's ^ Definition wird ein imaginärer Punkt A 
einer vorliegenden reellen Geraden dargestellt durch zwei Punktepaare AA^ 
und BB^ einer elliptischen Involution, mit denen man einen bestimmten 
Sinn der beiden möglichen verbindet. Der Ausdruck ABA^B^ symboli- 
sirt so einen imaginären Punkt. Mit der Involution wird der Sinn ver- 
bunden, in dem A, B und A^ auf einander folgen. Zur Darstellung des 
Punktes in derselben Art können unter Beibehaltung des Sinnes irgend 
zwei andere Paare der Involution dienen. Der betreffende Punkt ist je- 
doch scharf zu trennen von dem Punkte ABj^A^B oder A^, welcher zu 
jenem conjungirt genannt wird. Der Träger a seiner Darstellung ist die 
einzige durch einen imaginären Punkt gehende reelle Gerade. 

Analog wird eine imaginäre Gerade a einer reellen Ebene darge- 
stellt durch zwei beliebige Paare aa^; bb^ einer elliptischen Strahlen- 
involution, mit welcher man einen bestimmten Drehungssinn der beiden 
möglichen verbindet. Sie kann durch die Zeichenverbindung aba^b^ sym- 
bolisirt werden, wenn in dem bestimmten Sinne a, b und a^ auf einander 
folgen. Sie enthält keinen anderen reellen Punkt als den Träger 31 ihrer 
Darstellungen und ist von ihrer conjungirten Geraden ab^a^b oder ß^ 
wohl zu trennen. 

Die gegebenen Definitionen umfassen auch das begrenztere Gebiet 
der reellen Elemente der Ebene, indem nämlich der reelle Punkt durch 
zwei Punktepaare der ^parabolischen Involution, deren Doppelpunkt er ist, 

Math. Äbh. nicht zur Akad, gehör. Gelehrter. 1887. L 3 
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und die reelle Gerade durch zwei Paare 'der /parabolischen 1 Strahleninvo- 
lution, deren Doppelstrahl sie ist, dargestellt werden kann. 

Anm. Die hier angewendete Bezeichnungsweise soll eine blei- 
bende sein. 

§ 2 a. Wenn für eines von zwei imaginären Elementen eine belie- 
bige Darstellung [ABA^B^ gegeben ist, so kann eine und nur eine von 
einem beliebigen Element seines Trägers [M] ausgehende Darstellung 
[MNM^Ni] des anderen gefunden werden derart, dafs die beiden Dar- 
stellungen zu einander projectivisch sind [ABA^B^~äMNM^N^Y. 

Zusatz: Von zwei benachbarten Elementen (M und üf) gehen 
Darstellungen aus [MNM^N^ und M'N'M^N{]j deren entsprechende Ele- 
mente einander nahe liegen. 

Die beigefügten Bezeichnungen beziehen sich auf den Fall zweier 
imaginärer Punkte A und B. 

Man verbinde den beliebigen Punkt C (Fig. 1) einer durch MM^ 
gehenden Curve zweiter Ordnung mit den Paaren der Involution von B. 
Auf dem Kegelschnitt entstehen die Paare einer Involution, deren Verbin- 
dungsUnien durch einen auf MM^ und innerhalb des Kegelschnittes ge- 
legenen Punkt E gehen. Auch dieser Involution kommt ein bestimmter 
Sinn zu. Der Forderung 

MEM^F Ä ABA^B^ 

genügt ein bestimmter Punkt F, der aufserhalb des Kegelschnittes liegt, 
weil AA^ und BB^ einander trennen. Von F aus gehen also zwei Tan- 
genten an den Kegelschnitt, deren Berührungspunkte GG^ von MM^ ge- 
trennt werden. Daher ist der Sinn MG^M^ von demjenigen MGM^ ver- 
schieden; es möge der erstere mit dem gegebenen übereinstimmen. EG 
treflFe den Kegelschnitt noch in H. Alsdann ist 

MHM^G A ABA^B^ Ä MEM.F . 

Daher wird MHM^G von C aus in den gesuchten Wurf MNM^N^ pro- 
jicirt. Denn es ist 

MNM^N^ A MHM^G Ä ABA^B^ ; 
überdies stimmt der Sinn mit dem des Punktes B überein. Da die ganze 
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Fig. 1. 

gäbe. Zu einer anderen Darstellung ACA^C^ von A erhält man die zu- 
gehörige MON^O^^ und es ist dann 

AA^BB^GG^.. . Ä MM^NN^OO^ . . . 

Hat man an Stelle von B den conjungirten Punkt B^ zu betrachten, so 
tritt für G der Punkt G^ ein, welcher ihn von MM^ auf dem Kegel- 
schnitt harmonisch trennt; för N und JV^ treten die durch sie harmonisch 
von MM^ getrennten Punkte N' und N^ ein. 

FQr den Zusatz mufs angenommen werden, dafs zwei Geraden ihrer 
ganzen Ausdehnung nach einander nahe liegen, und also auf irgend einer 
dritten benachbarte Punkte ausschneiden, wenn irgend zwei Punkten LM 
der einen zwei Punkte L^M' der anderen genügend genähert werden, um 
keine Ausnahme aufkommen zu lassen, mufs noch angenommen werden, 
dafs sehr ferne Punkte einer Geraden sich ihrem unendlich fernen Punkte 
nähern. 

Aus der Annahme folgt unmittelbar, dafs je zwei entsprechende 
Punkte zweier projectivischer Reihen desselben Trägers einander nahe lie- 
gen müssen, wenn irgend drei Punkten der ersteren ihre entsprechenden 
genügend genähert sind. Denn das Geradengefüge, welches die erste Reihe 
mit einer dritten in projectivische Beziehung setzt, braucht nur wenig ver- 
schoben zu werden, um auch die zweite Reihe zu dieser in Beziehung zu 
bringen. Daher schliefsen sich auch die Paare einer Involution stetig an 
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einander. Ist nämlich C bei B gelegen, und sind AA^ , BB^ , CC^ drei 
ihrer Paare, so ist 

AA^BC^ Ä A^AB^C Ä AA^CB^ . 

Daher liegt auch C^ bei B^. Geht man jetzt bei der vorstehenden Con- 
struction von einem bei M auf dem Kegelschnitt gelegenen Punkte M" 
aus, so treten auch an Stelle von G, H, i¥|, F ihnen benachbarte Punkte 
G'\H*\Ml\F"; E aber bleibt ungeändert. Von C aus projicirt sich 
M"H"M'^G" in die MN M^N^ benachbarte und zu ihm projectivische 
Darstellung M'N'MIN;. 

§ 2b. Eine Gerade aba^h^ geht durch einen Punkt ABA^B^^ 
wenn die Strahleninvolution der Schein der Punktinvolution ist, überdies 
aber der Sinn AB A^ mit dem Sinne a (aha^ übereinstimmt^. Zwei 
Punkte lassen sich stets durch eine Gerade verbinden, zwei Geraden 
haben stets einen Punkt gemeinsam^. 

Haben zwei imaginäre Punkte A und B zwei verschiedene Träger 
a und b mit dem Schnittpunkt C, so gehört zu jeder Darstellung CAC^A^ 
von A eine projectivische GA^C[A[ von B. AA\ GCj, A^A[ gehen durch 
einen Punkt 0. Bezeichnet man diese Geraden mit a^c^^a^^ die Gerade 
OC aber mit c, so ist caCja^. die gesuchte Gerade, und keine andere als 
diese genügt der gestellten Aufgabe. Sollten die imaginären Punkte dem- 
selben Träger angehören, so verbindet sie allein dieser. Einen reellen 
Punkt C mit einem imaginären ABA^B^ verbindet nur die imaginäre 
Gerade CA] CB; CAj^; CB^. Vermöge des Reciprocitätsgesetzes folgt 
aus dem soeben Entwickelten, dafs zwei beliebige reelle oder imaginäre 
Geraden sich stets in einem bestimmten Punkt schneiden. 

§ 3. Wir bezeichnen als einförmige Gebilde die Gesammtheit der 
Strahlen eines Büschels oder der Punkte einer reellen oder imaginären 
Geraden. Beide Gebilde sind perspectivisch, wenn jeder Strahl des Büschels 
den entsprechenden Punkt der Geraden enthält. Zwei einförmige, gleich- 
artige oder ungleichartige Gebilde sind projectivisch, wenn sie Anfangs- 
und Endglieder einer Reihe von Gebilden sind, von denen je zwei auf 
einander folgende perspectivisch sind. Wir bedienen uns des Hülfsmittels 
der reellen Repräsentation der imaginären Elemente. Ein Strahlbüschel 
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mit imaginärem Centrum kann durch die reellen Punkte seiner Ebene 
repräsentirt werden; nämlich jeder fixirt eindeutig den imaginären Strahl, 
welchem er angehört. Ebenso kann man den Punkt einer imaginären 
Geraden durch seinen Träger, ihre <jesammtheit durch die reellen Ge- 
raden der Ebene darstellen. Um dieri^He einer reellen Geraden oder 
die Geraden eines StrahlbOschels mit reellem Centrum festzulegen, projicirt 
man erstere von einem imaginären Centrum aus, und schneidet letztere 
durch eine imaginäre Gerade. Das imaginäre Element eines der ersteren 
Gebilde wird dann durch den reellen Träger des entsprechenden Elemen- 
tes in dem zugehörigen zweiten Gebilde eindeutig fixirt^. 

Zur Klarlegung der allgemeinen projecti vischen Beziehung haben 
wir den Zusammenhang unter den reellen Gebilden der Ebene festzu- 
stellen, die ein Strahlbüschel und eine dazu perspectivische Gerade reprä- 
sentiren. Dabei sind die vier Fälle zu unterscheiden, dafs nur das Cen- 
trum oder nur die Gerade imaginär ist, oder dafs beide es sind, oder 
dafs endlich beide reell sind. Wegen der Repräsentation einer Punkt- 
reihe mit reellem Träger handelt es sich im ersten Falle um zwei Strahl- 
büschel mit den imaginären Centren A und B, die zu derselben reellen 
Geraden perspectivisch sind. Das zweite Problem aber nimmt die zu 
jener duale Gestalt an. 

In den Repräsentationsebenen zweier projectivischer Gebilde sind 
die Hauptelemente zu beachten. Alle reellen Punkte des Trägers eines 
imaginären Grundpunktes bestimmen nur diese eine von ihm ausgehende 
Gerade und also auch nur ein Element des repräsentirten Gebildes. Allen 
diesen Punkten entspricht nur ein Element, das Hauptelement der zweiten 
Repräsentationsebene, während den Punkten aller anderen Geraden ein- 
fache Mannigfaltigkeiten zugehören. Dient eine imaginäre Gerade zur Re- 
präsentation des ersten Gebildes, so bestimmen alle durch ihren reellen 
Punkt gehenden Geraden ein Element desselben. Ihnen allen gehört da- 
her nur ein Element, das Hauptelement der zweiten Repräsentationsebene 
zu. Natürlich giebt es auch in der ersten Ebene ein Hauptelement. 

§ 4. HOlfssatz. Die Linien, welche irgend zwei feste Punkte 
E^ Ey mit den Punktepaaren AA^^ BBi^ CC^ . . . einer gegebenen Invo- 
lution verbinden, schneiden sich auf dem Kegelschnitt, für den die Paare 
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der Involution, sowie ihr Träger und EE^ einander conjugirt sind, und 
der überdies E und E^ enthalt^. 

Sicher giebt es einen Kegelschnitt, welcher der zweiten Hälfte des 
Satzes genügt. AA^ und seine beiden Tangenten in E und E^^ verbinden 
drei Paare für ihn conjugirter Punkte der beiden Seiten AE und A^E^ 
Alle drei schneiden sich, weil EE^ und AA^ in Bezug auf den Kegel- 
schnitt conjugirt sind, in einem Punkte von AA<^. Daher sind die immer 
projecti vischen Reihen conjugirter Punkte auf AE und A^E^ speciell per- 
spectivisch. Ihr Kreuzungspunkt gehört mithin, als sich selbst conjugirt, 
dem Kegelschnitt an. Derselbe enthält die reellen oder conjungirt ima- 
ginären Ordnungselemente der Involution AA^, BB^^ CC^. 

§ 5. Als Ketten einer Repräsentationsebene werden die Kegel- 
schnitte bezeichnet, welche den Grundpunkt und seinen conjungirten ent- 
halten, resp. den Grundstrahl und dessen conjungirten berühren. Im 
ersten Falle ist die Kette eine Orts-, im zweiten Falle eine Hüllcurve. 
Durch irgend drei reelle Punkte einer Punkt -Repräsentationsebene kann 
man stets eine Kette derselben legen. Der Träger des Grundpunktes 
kann dabei wie ein Punkt behandelt werden. Wenn man den vorigen die 
Punkte A'B'C unbegrenzt nähert, so rückt jeder einzelne Punkt D' der 
Kette A'B'C an irgend einen Punkt der Kette ABC heran. 

Es mögen AB und AC den Träger a des Grundpunktes A resp. in 
P und Q treffen. Es sei PQP^Q^ eine Darstellung desselben und A^ der 
Schnittpunkt von BP^ und CQ^. Dann erfüllt nur der Kegelschnitt, für 
den die Paare der Involution PPi^ QQi? ferner ihr Träger und AAy ein- 
ander conjugirt sind, und der AA^ enthält, die gestellten Bedingungen 
(§4)''. Der Träger a des Grundpunktes bestimmt mit irgend zwei Punk- 
ten A und B eine Kette, die aus a und AB besteht. Zwei verschiedene 
Ketten können daher höchstens zwei Punkte aufserhalb a oder a und 
einen Punkt aufserhalb a gemeinsam haben. 

Man beziehe auf die Kette A'B'C überhaupt die gestrichenen 
Buchstaben. Dann mufs (§ 2a) P' bei P, Q' bei Q gelegen sein, folglich 
auch P/ bei P^ und Q/ bei Q^. Der Schnittpunkt A^ von P'P/ und 
C'Q^ liegt daher um so näher bei A^, je weiter A\ B\ C an A^ P, C her- 
anrücken. Ist nun RRy ein beliebiges Paar der Involution von A, so 
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schneiden sich AR und A^R^ in einem Punkte D der Kette ABC, A'R 
und A^R^ in einem bei jenem gelegenen Punkte D' der Kette A'B'C\ 
Die Tangenten der beiden Ketten in A und A' liegen einander nahe, denn 
sie führen nach den benachbarten Punkten von a, die zu den Schnitt- 
punkten von AA^ und A'A^ in der Involution A conjugirt sind. 

§ 6. Es sei MNMj^N^ eine Darstellung eines beliebigen imaginä- 
ren Punktes B, und A ein beliebiger Grundpunkt auf irgend einer anderen 
Geraden. Die beiden Ketten, welche die Punkte MM^ und NN^ ent- 
halten und für die B und a einander conjugirt sind, schneiden sich in den 
reellen Punkten F und F' der Geraden AB und AB^. Durch dieselben 
gehen auch alle anderen Ketten, für die a und B einander conjugirt sind 
und die zwei hinsichtlich B conjugirte Punkte enthalten^. 

Zwei imaginäre Punkte A und Aj werden einander genähert, indem 
ihre Träger a und a^ und die Punkte MNM^N^ und M^N'M^N^ zweier 
Darstellungen derselben einander einzeln genähert werden. Zwei Geraden 
a und aj liegen einander nahe, wenn ihre Träger Sl und Sl^ sowie zwei 
Darstellungen aba^b^ und a^b*a[b[ einander nahe liegen. Die Gerade 
BjA^ liegt bei BA, wenn A^ und B^ genügend nahe bei A und B liegen. 
Auf jeder dritten Geraden bestimmen AB und A^B^ benachbarte Punkte. 

Von allen Punkten des ersten Kegelschnittes aus wird MM^ in ein 
Punktepaar der Involution A projicirt. Im Punkte C^, welcher in ihr 
dem Schnittpunkt (ih zugehört, trefiFen sich mithin seine Tangenten in M 
und M^ ; er ist daher der Pol des Kegelschnittes bezüglich b . Von jedem 
Punkte des zweiten Kegelschnittes aus wird NN^ in ein Paar der A zu- 
gehörigen Involution projicirt. Auch für diesen Kegelschnitt ist C^ der 
Pol von b. Da nun MM^ durch NN^ getrennt werden, treflfen sich die 
Kegelschnitte in zwei reellen Punkten F und F^. Sie liegen mit C^ auf 
einer Geraden und werden durch C^ und B, also auch durch a und B har- 
monisch getrennt. Von beiden Punkten aus werden MM^ und NN^^ in 
Paare der Involution von A projicirt. Die Geraden, welche sie mit A 
verbinden, gehen also durch B selbst oder durch seinen conjungirten B^. 
Welcher von beiden der gesuchte Repräsentant von B hinsichtlich A ist, 
hängt allein von dem Sinn ab, in dem ersterer beschrieben ist. Zwei 
Seiten eines Dreiecks PC und CR^ die auf a und B gelegen sind, und deren 
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gemeinschaftlicher Grenzpunkt C (oder afc) als Endpunkt der einen und 
als Anfangspunkt der anderen betrachtet wird, sind in Hinsicht auf einen 
Punkt S, welcher in keiner der beiden Geraden liegt, in einem und dem- 
selben oder in entgegengesetztem Sinne beschrieben, je nach dem die Ge- 
rade SC den umfang des Dreiecks in C schneidet oder berührt 9. Wenn 
nun PC und CR die Sinne der Punkte B und A darstellen, FC das 
Dreieck PCR schneidet und F^C es berührt, so ist F der reelle Punkt 
von AB, und F-^ derjenige von AB^. Von beiden Punkten aus werden die 
Involutionen A und B in einander projicirt. Alle Ketten A, die zwei hin- 
sichtlich B conjugirte Punkte enthalten und C^ zum Pol von B haben, 
gehen daher durch F und F^. 

Tritt an Stelle von B oder MNM^N^ der nahe gelegene Punkt 
B^ oder M'N'M^Nl (wo nicht MNM^N^ A M'N'M^N^ vorausgesetzt 
wird), so ist zuerst die Kette, die in M und ifcf^ itfC^ und M^ C^ berührt, 
durch die zu ersetzen, welche in M'M^ die Geraden M'C^ und M^C^ be- 
rührt. Da nun C^ mit dem Schnittpunkt B'a ein Paar der Involution 
A bildet, V aber bei B liegt, so ist auch (§ 2a) C/ bei C^ und folglich 
M' C/ bei MC^ gelegen. Die beiden zu B^ gehörenden Ketten liegen daher 
den zu B gehörenden nahe (§ 5), ihre Schnittpunkte F' und F^ also bei 
F und jPj. F' liegt auf der Geraden B^A. Aus jeder Darstellung von A 
fliefsen zwei projectivische und einander nahe gelegene Darstellungen 
der Punkte B und B^, sowie der Geraden JPa (oder BA) und i^'A (oder 
BjA) ab. Durch zweimalige Anwendung des Bewiesenen folgt, dafs B^A^ 
bei BA liegt, wenn auch A^ in der Nähe von A gelegen ist. Bei Durch- 
führung der dualen Betrachtungsweise ergiebt sich, dafs zwei einander 
nahe liegende Geraden auf irgend einer dritten benachbarte Punkte be- 
stimmen. 

§§ 7 — 9. Wird eine reelle Gerade c, welche zu einem Strahlbüschel 
mit imaginärem Centrum A perspectivisch ist, von einem zweiten B aus 
repräsentirt , so entspricht jeder Kette der ersten eine zu ihr perspecti- 
vische Kette der zweiten Ebene. Einem Kettenbüschel A^A2 entspricht 
ein projectivisches ßj ßg ^^^ zweiten Ebene. In den reell-projecti vischen 
Tangentenbüscheln ^^, ^ig? ^v ^2 g^l^ören reelle Darstellungen der imagi- 
nären Strahlen A^A.; -^gA^; B^B; ßg^^ ^^^ ^l^o diese selbst einander zu^^. 
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Den Strahlen durch den Hauptpunkt J^ der ersten Ebene ent- 
sprechen projectivisch Geraden, die durch den Hauptpunkt J^ der zwei- 
ten gehen. Die beiden Strahlbüschel J^ und Jg sind reell- projectivisch 
so bezogen, dafs die imaginären Strahlen J^A, und J^B^ einander ent- 
sprechen. 

Anm. In diesem besonderen Fall ist B oder Bc der Hauptpunkt 
der ersten, A oder ac derjenige der zweiten Ebene. 

§ 7. Vorbereitende Bemerkungen. 

Alle Punkte r der reellen Geraden c mit einerlei Richtungssinn 
haben ihre repräsentirenden Punkte in Bezug auf A in einem bestimmten 
Strahlenwinkel ca und in Bezug auf B in einem bestimmten Strahlen- 
winkel cb (§6). Diese von vorn herein bestimmbaren beiden Strahlen- 
winkel werden somit auf einander bezogen, und ebenso die beiden an- 
deren. Die Punkte der Geraden c entsprechen sich selbst. Der Schnitt- 
punkt A von a und c wird hinsichtlich B nur durch sich selbst, dagegen 
von A aus durch jeden Punkt der Geraden a repräsentirt und ist daher 
(§ 3) der Hauptpunkt der Ebene B; ebenso ist der Schnittpunkt B von 
6 und c der Hauptpunkt der Ebene A. Alle Punkte r des Trägers c, zu 
deren Darstellung das Paar HHy^ gehört, werden in Bezug auf die Punkte 
A und B durch reelle Punkte der Ketten HH^ repräsentirt, för welche 
c und a, resp. B und c, einander conjugirt sind. Derartige Ketten wer- 
den punktweise einander zugeordnet. Strahlen, welche von dem Punkte 
A^ ausgehen, der mit A ein Paar der Involution A bildet, entsprechen 
Kegelschnitte der B- Ebene, die durch A und ihre Schnittpunkte mit c 
gehen, und für die c und b einander conjugirt sind. Jede der betrach- 
teten Ketten wird durch die Punkte H und H^ in zwei ganz in dem 
einen oder anderen Strahlenwinkel ca resp. Ba gelegene Bögen getheilt. 
Gehören also zwei Punkte der ersten Ebene demselben Bogen HH^ 
der besonderen Kette der A- Ebene an, so gehören auch die entspre- 
chenden demselben Bogen HH^ der zugehörigen besonderen Kette der 
B- Ebene an. 

§ 8. Die Strahlen der Winkel Bc und ac gehören einander in den 
Ebenen A und B zu. Es seien AA^ und BB^ Paare der Involutionen A 

Math. Äbh. nicht zur Äkad, gehör. Gelehrter, 1887, L 4 
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und B. Irgend ein Punkt r der Geraden c läfst sich in einer der wesent- 
lich verschiedenen Formen 



AEGB 



oder 



ABGE 



darstellen, unter AG und HB Paare seiner Involution verstanden. Mit 

der ersten Form, die wir behandeln, 
kommt die Darstellung BAHG Ober- 
ein, denn sie stützt sich auf dieselben 
Paare, wie die erste und stimmt mit 
ihr, was dem Sinn anbelangt, öber- 
ein. Es repräsentire E den Punkt r 
hinsichtlich A^ und F hinsichtlich B. 
EH und EB einerseits, FA und FG 
andererseits müssen dann Paare CG^ 
und DD^ der Involutionen von A und B 
ausschneiden. ACA^C^ und BDB^D^ 
sind auch dem Sinne nach richtige 
Fig. 2. Darstellungen derselben. Ferner ist 

ACA^C^ A AHGB und BAHG Ä BDB^D^ . 




Da selbstverständlich 



ist, so ergiebt sich 



AHGB A BGHA 
ACA^C^ Ä BD^B^D . 



Auf dasselbe Resultat kommt man, wenn F die Darstellung AB GH und 
die synonyme BGHA besitzt BD^B^D ist eine Darstellung des zu B 
conjungirten Punktes B^ und zwar die einzige, die von BB^ ausgeht und 
zu der Darstellung ACA^C^ des Punktes A projectivisch ist. Ändert sich 
E auf der Geraden -ßC^, so bewegt sich F projectivisch auf der Geraden 
AD. Denn GEH dreht sich um C, B^FH aber um B^. C^ und Ay 
sowie B und D entsprechen einander. Den von B ausgehenden Geraden 
der ersten Ebene entsprechen also projectivisch in der zweiten Ebene 
durch A gehende Strahlen. Die Büschel B und A sind so projectivisch, 
dafs jeder von BA ausgehenden Darstellung von Bk eine von AB aus- 
gehende Darstellung von AB^ zugehört. 
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§ 9. Wir führen nun collinear zur Ebene B eine Hülfsebene A^ ein. 
Der Wixri ACA^ C^ derselben kann nach § 8 zu BD^B^D von B entsprechend 
gesetzt werden, also dem imaginären Punkt A der Hülfsebene der imagi- 
näre Punkt B^ der zweiten, jeder von AA^ ausgehenden Darstellung des 
ersteren die von BB^ ausgehende und projectivische Darstellung des letz- 
teren. Entspricht noch dem Punkte A der zweiten Ebene der Punkt B 
der Hülfsebene, so gehört jeder Geraden AD^ der Ebene B die Gerade 
BG in beiden Ebenen A und A^ zu. Nach § 8 entstehen auf jedem Strahl 
BC in den letzteren Ebenen projectivische Reihen. Den Punkten B und 
C von A gehören in der Ebene B D^ und A und folglich in der Ebene 
Aj C und B zu, weshalb die Reihen in A und A^ speciell involutorisch 
sind. Allen Punkten der Geraden a entspricht le in der anderen Ebene ^ ^ j, ^ ^ / 

der Punkt 5. /^^^i^^l^ / 

Um die collineai'e Beziehung zwischen den Ebenen B und A^ end- 
gültig festzulegen, können noch, da die Gerade AB ihnen gemein ist, und 
AB einander wechselseitig entsprechen, zwei beliebige Punkte GH der- 
selben einander zugeordnet werden. AHGB soll die Darstellung eines 
imaginären Punktes r sein. Je zwei entsprechende Punkte von B und 
Aj auf AjB bilden ein Paar der hyperbolischen Involution AJB, GH. Das- 
selbe gilt, da die Ebenen B und A die Gerade AB entsprechend gemein 
haben, auch von den Ebenen A und A^. Die Ordnungspunkte J und J^ 
dieser Involution sind allen drei Ebenen entsprechend gemein. Auch der 
Repräsentant E der Ebene A des besonderen imaginären Punktes AHGB 
ist den Ebenen A und A^ entsprechend gemein. In der Ebene B ent- 
spricht ihm der Punkt F der Figur 2. Zu den Strahlen B^H und GD^ 
von B, die sich in F kreuzen, gehören in A^ die Geraden A^G und C-fiT, 
die sich in E treffen. 

Jeder Kette von B entspricht eine Kette von A^. Sind in Bezug 
auf erstere c und b einander conjugirt, so sind für die letztere c und a 
conjugirt. Der ersteren gehört aber dann auch in der Ebene A eine 
Kette zu, für die c und a conjugu*t sind. Jeder solchen Kette von A 
entspricht also eine Kette derselben Art in Aj^. Den beiden Schnitt- 
punkten der ersteren mit c entsprechen in der letzteren die von jenen 
durch J und J^ harmonisch getrennten Punkte. Die bestimmte Kette jK, 
welche J und J^ enthält, für die überdies -ß der Pol von a ist, ist beiden 

4» 
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Ebenen A und A^^ gemeinsam. Da B auf JJ-^ und innerhalb K liegt, so 
schneidet eine von ihm ausgehende Gerade jeden der Bögen JJ^ einmal. 
Nach § 8 entsprechen entweder beide Punkte sich selbst oder einander 
wechselseitig. Da J und J^ sich selbst entsprechen, müssen nach Art. 7 
entweder alle Punkte von K sich selbst oder j e zwei mit B in gerader 
Linie befindliche Punkte L und L^ einander entsprechen. Da im letzteren 
Fall die beiden verschiedenen Bögen LL^ von Ä'und mithin auch J und J^ 
einander wechselseitig entsprechen würden, so ist der zweite Fall aus- 
geschlossen. K enthält die Ordnungselemente aller der involutorischen 
Reihen, in welchen auf den von B ausgehenden Geraden die entsprechen- 
den Punkte von A und A^ angeordnet liegen. Je zwei entsprechende 
Punkte sind daher mit einander hinsichtlich K conjugirt, überdies aber 
mit 5, seinem Pol bezüglich a, in gerader Linie gelegen. Die Beziehung 
ist eine wechselseitige und ordnet, wie wir schon früher sahen, den Pol B 
und sämmtliche Punkte von a einander zu ^^. Keine durch den Punkt B 
gehende Gerade geniefst einen Vorzug vor der anderen. Alle Eigenschaften 
also, bei denen eine von ihnen eine Sonderstellung einnimmt, fahren fort 
zu gelten, wenn statt ihrer eine beliebige von B ausgehende Gerade ein- 
tritt. Jede Kette, deren Pol bezüglich a auf c liegt, geht aber in eine 
Kette mit derselben Eigenschaft über. Also entspricht jeder beliebigen 
Kette von A in Aj^ eine andere und beider Pole bezüglich a liegen mit B 
in einer Geraden. Eine durch A^ gehende Gerade geht in eine Kette 
über, die in B die Gerade BA^ berührt; es entsteht nun aus jeder Ge- 
raden / eine Kette, die B enthält; ihre Tangente in diesem Punkte führt 
nach dem Schnittpunkt /a. 

Einem durch zwei beliebige reelle und getrennte Punkte gelegten 
Kettenbüschel entspricht das durch die beiden entsprechenden Punkte 
gehende Kettenbüschel. Einem Büschel in einem reellen Punkte sich be- 
rührender Ketten entspricht in A^ ein Büschel von Ketten, die einander 
in dem entsprechenden Punkte berühren. Schnitten sich irgend zwei der 
letzteren in zwei Punkten, so müfsten auch die beiden, aus denen sie ent- 
stehen, sich in zwei Punkten schneiden. 

Eine Kette ist, jedoch nicht entsprechend, den Feldern A und Aj^ 
gemeinsam, sobald sie zwei einander entsprechende Punkte L und L^ 
enthält. Denn sie hat mit ihrer zugehörigen aufser L und L^ auch die 
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beiden Punkte M und N gemeinsam, in denen sie, weil L und L^ durch 
K getrennt werden, diesen Kegelschnitt treffen mufs. Die beiden ent- 
sprechenden Ketten fallen also nach § 5 zusammen, enthalten aber aufser 
M und N keine entsprechend gemeinen Punkte. Die durch irgend zwei 
Punkte E und F gehenden Ketten mit dem Grundpunkt A haben dieselbe 
Polare bezüglich des Schnittpunktes R von a und EF; erstens geht sie 
durch den harmonisch von EF durch R getrennten Punkt und zweitens 
durch den Punkt Ä^, der mit R ein Paar der Involution A bildet. Die 
Tangenten einer jeden Kette in E und F treffen sich auf dieser Geraden 
und trennen daher R und Ä^ harmonisch. Bilden zwei der ersteren eine 
von RR^ ausgehende Darstellung des Strahles -E?A, so ergeben (§ 2 a) die 
letzteren die projectivische von ÄÄ^ ausgehende Darstellung von Fx^. 
Die beiden Tangentenbüschel sind daher so reell -perspectivisch, dafs die 
imaginären Strahlen Ea. und Fa^ einander zugehören. 

Es seien nun A^A^ und A[A2 entsprechende KettenbOschel der Ebenen 
A und Aj. Eine Kette A^Al, die in A^ einer Kette des ersteren Büschels 
sich anschliefst, mufs in A[ von selbst die entsprechende Kette berühren. 
Die Tangentenbüschel in A^ und A[ sind daher so bezogen, dafs A^A. und 
A[A^ einander zugehören. Aus dem Vorhergehenden ist klar, dafs auf 
beide Büschel die in A2 und A^ so bezogen sind, dafs jenen Strahlen 
^2 AI und AgA zugehören. 

Zwei einander entsprechende Ketten K^ und K[ der Ebenen A und 
Aj sind projectivisch auf einander bezogen. Sie mögen von den Strahlen 
des Büschels B in den Paaren Ay^ 6^ ; A^C^j A^G^. . . und A[ C[ ; ^42 ^2 5 
-^3 C^3 • • • getroffen werden. Da alsdann 

A^A^A^ ... A ^'^^'2(^3... und A^A'^A^ ... i\ C-^C^C^ • • • 
ist, so genügt es zu zeigen, dafs 

^1 ^2 ^3 • • • ^ ^1 ^2 ^z * ' • 
ist. Die Tangenten der Ketten K^ und K^ in A^ und C^ sowie in C^ 
und A[ treffen sich auf a. Denn die Tangentenbüschel in A^ und C^ der 
Kettenbüschel A^C^ und A^C^ sind so bezogen, dafs Darstellungen von 
Aj^A und CjA einander zugehören. Da nun A^C^^ a eine beiden Büschel 
gemeinsame Kette ist, so sind die Tangentenbüschel perspectivisch und 
je zwei entsprechende schneiden sich auf a. Setzt man nun in zwei col- 
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linearen Ebenen B und die Punkte 31^ von a sich selbst und A^C^ ein- 
ander entsprechend, so gehören auch C^A[ einander zu. Denn allge- 
mein ist 

und daher 

Der Kette K^ entspricht mithin coUinear eine andere, die C[ und A[ ent- 
hält, und deren Tangenten in C[ und A[ sich mit denen von K^ in A^ 
und Cj auf a schneiden. Diese Bedingungen erfüllt K[^ und nach § 5 nur 
diese Kette. Der Reihe G^C^G^ auf K^ entspricht daher eine projectivi- 
sche Reihe auf K[y deren einzelne Punkte mit jenen und B in gerader 
Linie liegen. Ist nun nicht immer neben 

BA,G,%, Ä BC[K%, auch BA^C,^, Ä BKG[%, , 

so kann dies nur die Reihe A[A'^A*^ ... sein und dann ist auch 

^1^2 ^3-^1 ^2-^3 • ' • A ^l^2^3-^l'^'^3 ' * • 

Bestehen aber beide Beziehungen gleichzeitig, so werden A'^Gl durch B 
und ^x harmonisch getrennt; K-^ und K[ haben daher beide hinsichtlich a 
den Pol B. In diesem Fall entsprechen die Kegelschnitt-Reihen G^G^G^... 
und G[ Cg C3 einander epilinear in den Feldern, die B und a entsprechend 
gemein haben und in denen G^ und G[ einander zugehören. In den col- 
linearen Gebilden werden je zwei entsprechende Punkte nicht getrennt 
durch B und den Schnittpunkt ihrer Verbindungslinien mit a. Diese Be- 
dingung aber erfüllen nur G^ und Gl^ nicht aber Gy^ und A[. Da jede 
Gerade der Ebene A und ihre entsprechende durch B gehende Kette der 
Ebene A^ zu demselben StrahlbOschel B perspectivisch sind, so sind auch 
diese Gebilde zu einander projectivisch. 

Statt der Ebene Aj wird rückwärts die coUineare Ebene B einge- 
führt. Da A und B^, sowie B und A homologe Punkte derselben sind, 
so entspricht zunächst jeder Kette von A^, also auch von A, eine projec- 
tivische Kette von B, einer Geraden von Aj und also einer durch B 
gehenden Kette von A eine projectivische Gerade in B, endlich einer 
durch B gehenden Kette in Aj und folglich einer Geraden in A eine durch 
A gehende projectivische Kette von B. Ferner sind projectivische Ketten- 
büschel A^A^^ A[A!^ ^ ^1-^2 homologe Elemente der drei Ebenen A, A^, 
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B; da in den Tangentenbüscheln der letzteren die Strahlen A[X^ und B^B, 
sowie A^A. und -62^^ einander zugehören, so sind die vier Tangenten* 
büschel A^y A^^ B^^ B^ in der Art reell -projeetivisch, dafs -^^A, A^fL^j 
jBjB, jßgBi einander entsprechen. Damit ist der dem § 7 vorangestellte 
Satz völlig bewiesen, da das über die Hauptpunkte Gesagte bereits im 
§ 8 bestätigt war. 

§ 10. Wird ein Strahlbüschel mit reellem Centrum C, welches zu 
einer imaginären Geraden a perspectivisch ist, mit Hülfe einer zweiten 
imaginären Geraden ß repräsentirt, so entsprechen den Tangenten einer 
Kette der Ebene a projectivisch die Tangenten einer Kette der Ebene /3, 
Ketten -Schaaren a^a^ der ersteren projectivische b^b^ der zweiten Ebene, 
und zwar gehören in den reell -projectivischen Reihen der Berührungs- 
punkte auf a^^ , a^ und Äj, Ö2 ^^^ imaginären Punkte a^a, öga^ ^1^3 ^2^^ 
einander zu. Den Strahlbüscheln der Ebene a , zu denen ihr Hauptstrahl 
gehört, entsprechen auch in der zweiten Ebene Strahlbüschel, zu denen 
der Hauptstrahl derselben gehört. Die Reihen der Centren auf den bei- 
den Hauptstrahlen sind so reell -projectivisch, dafs Schnitte von a und/3' 
einander entsprechen. 

Anm. Die Hauptstrahlen der Ebenen a und ß sind in diesem Falle 
C33 und C%. 

Der Satz folgt aus dem vorigen vermöge des Gesetzes der Reci- 
procität. 

§ 11. Wenn ein Strahlbüschel mit reellem Centrum G von der 
imaginären Geraden ß aus, und eine zu ihr perspectivische reelle Gerade c 
von einem imaginären Punkt A aus repräsentirt wird, so entsprechen den 
Tangenten einer Kette der Ebene ß projectivisch die Punkte einer Kette 
der Ebene A. Einer Schaar der ersteren mit den reellen Grundstrahlen 
b^ und 62 entspricht ein Kettenbüschel, dessen reelle Grundpunkte A^^ A^ 
jenen zugehören. Die Reihen der Berührungspunkte auf jenen und die 
Tangentenbüschel in diesen sind so reell -projectivisch, dafs die imagi- 
nären Punkte und Geraden 6^/3, b^ß^^ A^K und ^2^^ einander zugehören. 
Strahlbüschel der /3- Ebene, denen ihr Hauptstrahl i^ angehört, entsprechen 
Punktreihen, denen der Hauptpunkt Jg ^^r zweiten Ebene angehört. Die 
Reihe der Centren und das Büschel der Träger sind so projectivisch, dafs 
Darstellungen von i^ß und J^S?^ einander entsprechen. 
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Man beziehe die Ebene der reellen Geraden c und des sie reprä- 
sentirenden Punktes A reciprok so auf eine Hül&ebene a, dafs den Punk- 
ten von c ihre Verbindungslinien mit C entsprechen, im Übrigen aber die 
Beciprocität ganz willkürlich ist. Dem imaginären Punkte A entspricht 
eine imaginäre Gerade a. An die Stelle eines imaginären Punktes von c 
tritt seine Verbindungslinie mit C, seinem repräsentirenden Punkt aber 
entspricht der Träger des Schnittpunktes der letzteren mit a. Zwischen 
den Ebenen a und ß besteht die Beziehung des § 10, denn zwei imagi- 
näre Geraden sind in Bezug auf einen reellen Punkt perspectivisch, Ihre 
Combination mit der reciproken Beziehung der Ebenen A und a ergiebt 
den Lehrsatz. 

§§ 12 — 14. unter den Repräsentationsebenen einer imaginären Ge- 
raden ß und eines zu ihr perspectivischen StrahlbOschels mit imaginärem 
Centrum A besteht die Beziehung des § 11; nur ist der reelle Punkt S 
von ß der Hauptpunkt der Ebene A und der reelle Träger a des letz- 
teren der Hauptstrahl der Ebene ß. 



§ 12. Den von 33 ausgehenden Geraden der Ebene A entsprechen 
Strahlbüschel mit dem Centrum auf a. 

Sämmtlichen von 33 aus- 
gehenden Strahlen von ß ent- 
spricht der einzige Punkt 35 
der Ebene A, allen Punkten 
der letzteren von a die ein- 
zige Gerade a der Ebene ß. 
Bezieht man das Strahlbüschel 
33 und die Punktreihe a so 
auf einander, daÜB Darstel- 
lungen von ß und A, sowie 
die in einander liegenden Ele- 
mente a und A einander zu- 
Pig. 3. gehören, so liegen noch zwei 

andere entsprechende Elemente h und B in einander und es sind dann (Fig. 3) 

aha^b^ und ABA^B^ 
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projectivische Darstellungen von ß und A. Einem beliebigen Punkte 
des Strahles a gehört die Gerade zu, welche zu aba^b^ und (JiBA^B^ 
zugleich perspectivisch ist, und die sich daher zu projectivisch um B 
dreht. Jedem Strahl a gehört ein Punkt B in dieser Art zu. 

Es sei ABA[B[ die zu ABA^B^ projectivische Darstellung des Schnitt- 
punktes B von ß und a. Für einen Hülfspunkt r aufserhalb a mögen A. 
und B durch die reellen Punkte P und Q repräsentirt werden. Da die beiden 
projectivischen Reihen ABA^B^ . . . Ä ABA[B[ . . . durch Anwendung nur 
reeller HOlfspunkte und Strahlen in einander übergeführt werden können, 
so folgt durch wiederholte Anwendung der §§ 7 und 11, dafs die Beziehung 
zwischen beiden Repräsentationsebenen durch § 7 geleistet wird. Jeder 
Kette AB der Ebene r mufs daher eine Kette AB zugehören. Die ent- 
sprechenden Reihen ABA^^B^ und ABA[B[ liegen aber in derselben Kette 
und daher enthält jede Kette AB entsprechende Punkte; auf einer sol- 
chen liegen auch P und Q. Jedes Punktepaar AB wird mithin von einer 
reellen Kette PQ der Ebene r ausgeschnitten und gehört also einer be- 
stimmten Involution J an. Eine 
der Ketten hat ihren Pol bezüg- 
lich c auf a und schneidet in Folge 
dessen ein Paar aus, welches den 

drei Involutionen A, B und J ge- ^\ ^ ""^^ ^~- — (t 

meinsam ist. Ein anderes Paar 

der Involution J wird durch PQ ^-"""^ 

und c ausgeschnitten. Gelangt A 
in den Punkt ilf, welcher in der 

Involution A zum Schnittpunkt a, PQ gehört, so fällt B mit dem Punkte 
N zusammen, welcher mit a, c ein Paar der Involution B bildet. PM 
und PQ nämlich (Fig. 4), sowie NM und NQ treffen c in einem Punkte- 
paar der Involution r, und daher (§ 4) liegen MN mit PQ in einer Kette 
der Ebene F. Da auch das gemeinschaftliche Paar der Involutionen A 
und B der dritten J angehört, so entspricht jedem Paare der Involution B 
in der A-Reihe ein Paar der Involution A in der -ß-Reihe, jeder Dar- 
stellung von B entweder eine solche von A oder von A^. P und Q liegen 
aber zu verschiedenen oder gleichen Seiten von a, je nachdem A und B 
verschiedenen oder gleichen Sinnes sind. Im ersten Falle sind A und B 

Math, Ähh, nicht zur Äkad, gehör. Gelehrter. 1887, L 5 
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gleichläufig, im letzteren aber ungleichläufig. Daher entspricht der Punkt A^ 
dem Punkte B . Die Geraden a der Ebene A sind also auf die Centren B der 
entsprechenden Strahlbfischel der Ebene ß so bezogen, dafs den Strahlen 
33a und ß der einen die Punkte aß^ und A^ der anderen entsprechen. 

§ 13. Es giebt Geraden der Ebene A, denen die Tangenten einer 
Kette der Ebene ß entsprechen. Sie berühren alle den Hauptstrahl a der 
letzteren. Die Gerade OA^ der Figur 3 (S. 32) ist eine solche. Dem Punkte 
entspricht die Gerade o, der B; OAj, a^ und OB^, b^ angehören, dem 
Punkte A^ aber die Gerade a. Dem Schnittpunkt D von OA^ mit b ge- 
hört die Verbindungslinie von A mit o, a^ zu. Denn es sind auch BA^By^A 
und ba^^b^a projectivische Darstellungen der Elemente A und ß und die 
gesuchte Gerade ist also zu D(BA^B^A) und ba^b^a gleichzeitig perspec- 
tivisch. Durch den Schnittpunkt von DA^ oder OA^ mit a^ geht aber 
auch o . Da auch A der Geraden angehört, so werden ihre Schnittpunkte 
mit a und o von 35 aus durch das Geradenpaar aa^ projicirt. Ist nun 
der Satz richtig, so müssen die Geraden, welche Punkten von OA^ ent- 
sprechen, auf a und o projectivische Reihen ausschneiden und ßß^ die 
Doppelstrahlen der Büschel sein, die sie von 33 aus projiciren. Da in 
letzteren a und a^ einander entsprechen, so müssen auch alle anderen Paare 
der Involution ß auf a und o zusammengehörige Punkte bestimmen. 

Folgende Construction führt nach § 12 zu einem Paare zusammen- 
gehöriger Elemente. Es sei X ein Punkt von a. Es mögen x^ y, z 35X zu 
Paaren der Involutionen ß, 33 A, 33 J ergänzen; Fund Z seien die Schnitt- 
punkte y, a und z^ OA^. Ist X^ der Schnittpunkt von FZ mit x, so ge- 
hört XX^ dem Punkte Z zu. Ist andererseits X' der Schnittpunkt von 
YZ mit 0, so sind XX' und Z entsprechend, wenn X und X' von 33 
aus durch ein Paar der Involution ß projicirt werden. 

y und z bewegen sich involutorisch, und folglich Y und Z projecti- 
visch zu 33 X. Der deshalb von YZ umhüllte Kegelschnitt mufs auch o 

berühren. Aus 

ABA^B^ A ABA[Bl 
folgt auch 

ABA^B^ A BABIA[ . 

Da der letztere Wurf eine Darstellung von ß' ist, so sind (§ 12) auch 
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A^B[ und B^A[ zwei Paare der Involution J. Lä&t man nun Z in den 
Schnittpunkt der drei Geraden o^ A^O und a^ oder 33 ^^ gelangen (§ 12), 
80 mufe X mit B^^ Y mit B und YZ mit o zusammenfallen. Die Reihen 
X und Jf ' sind daher zu einander projectivisch. Wir wissen bereits, dafs 
das Strahlenpaar aa^ auf a und o zwei zusammengehörige Punkte X und 
X' ausschneidet. Läfst man X nach B fallen, so geht ^ in 0, Y m B^ 
über. OB^ mufs sich mit b^ (§ 12) auf o treflfen, bb^ schneidet daher 
ein zweites Paar XX* aus. Gelangt umgekehrt X nach B[^ so fällt Z 
mit ili zusammen, Y aber liegt irgendwo auf a. Beider Verbindungslinie 
a triflft m B. Somit werden drei Paare entsprechender Punkte XX 
durch die Strahlenpaare aa^^ bb^^ byb der Involution ß projicirt, jedes 
andere Paar derselben schneidet mithin die Punkte einer Tangente auf a 
und aus. Die Strahlen, die den Punkten der Geraden OA^ zugehören, 
umhüllen eine Kette der Ebene /3, welche von a im Punkte B[ berührt 
wird. Die Schnittpunkte (X) der Tangenten mit a sind auf ihre ent- 
sprechenden Punkte mit Hülfe der Involution 35/ bezogen. 

§. 14. Man bezieht nun die Ebene ß dergestalt reciprok auf eine 
Hülfsebene A^ , dafs die Träger 33 und a und die durch die Involution J 
vermittelten Darstellungen des Strahles ß^ und des Punktes A einander 
wechselseitig zugehören, dafs endlich dem Strahl o der Ebene i3, wie in 
der Ebene A, auch in der Ebene A^ der Punkt entspricht. Paare ent- 
sprechender Punkte von A und k^ liegen involutorisch angeordnet auf 
Geraden, die von 35 ausgehen; diesem Punkte jeder Geraden entspricht 
ihr Schnittpunkt mit a. Der Geraden OA^ gehört die Kette K^ zu, wel- 
che enthält und 35 ^i in 35 berührt. Die Beziehung zwischen den Ebe- 
nen A und Aj ist vollständig bestimmt. Entspricht die Kette K punkt- 
weise sich selbst, welche den Punkt enthält und 35 zum Pole von a 
hat, so ordnet die dann statthafte Beziehung der Ebenen A und A^ des 
§ 9 die Gerade OA^ und die Kette K^ einander zu und setzt überdies 
entsprechende Punktepaare der Geraden 35 in Involution. Die neue Hülfs- 
beziehung deckt sich also mit der im § 9 ausführlich erläuterten. Indem 
man sie mit der reciproken Beziehung zwischen ß und Aj combinirt, er- 
hält man unter den Repräsentations- Ebenen ß und A den im § 11 an- 
gezeigten Zusammenhang. 
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§ 15. Bezieht man aus einer Reihe von abwechselnd Punkten 
und Geraden jedes folgende Glied perspectivisch auf das vorhergehende 
und repräsentirt man jedes einzelne Gebilde mit HCIlfe eines imaginären 
Punktes oder einer unaginären Geraden, so gilt fQr je zwei auf einander- 
folgende Repräsentations- Ebenen eine der in den §§ 7, 10 und 11 ange- 
gebenen Beziehungen. Auch für zwei in die allgemeinste projectivische 
Beziehung gesetzte einförmige Gebilde liefert daher ein^r dieser drei Sätze 
den Ausdruck. Sie lassen sich etwa in folgender Weise zusammenfassen: 
Werden zwei einförmige projectivische Gebilde von zwei imaginären Grund- 
elementen (A und B) aus repräsentirt, so entspricht jeder Kette eine pro- 
jectivische, jedem durch zwei Elemente {A^ und A^ der einen Ebene 
bestimmten einfachen System projectivisch d2tö durch die zugehörigen Ele- 
mente (ßj und B^ bestimmte. Die Grundelemente bestimmen auf zwei 
entsprechenden der vier festen Elemente (A^ und B^ und ihre conjun- 
girten auf den beiden übrigen homologe Gebilde (i4jA, A^h>^ 5jB, B^^^). 
Die Hauptelemente gehören unendlich vielen Paaren entsprechender ein- 
förmiger Gebilde an. Die Träger derselben sind so projectivisch be- 
zogen, dafs das erste Grundelement und das conjungirte zum zweiten 
homologe Elemente bestimmen. 

Besonders einfach ist die Beziehung zwischen zwei Büscheln mit 
demselben Kreispunkt zum Oentrum. Es entsprechen einander projecti- 
vische Kreise und Kreisbüschel. In den Tangentenbüscheln in entspre- 
chenden Punkten gehören projectivische Darstellungen der Geraden ein- 
ander zu, die nach dem betreffenden Ki*eispunkt führen. Da mithin 
zwei senkrechten Strahlen des einen Büschels zwei senkrechte im an- 
deren entsprechen, tritt dies dann und nur dann ein, wenn die beiden 
Strahlbüschel congruent und gleich gerichtet sind. In den beiden übri- 
gen Grundpunkten sind die Tangentenbüschel mit jenen congruent, aber 
entgegengesetzt gerichtet. Die Hauptpunkte der beiden Ebenen entspre- 
chen der unendlich fernen Geraden. Jeder Geraden, welche den einen 
enthält, entspricht eine projectivische und von dem anderen ausgehende. 
Sie bilden congruente, aber entgegengesetzt gerichtete Büschel. 

Haben zwei projectivische Büschel die beiden verschiedenen Kreis- 
punkte zu Centren, so ist nur „gleich"- und „entgegengesetzt -gerichtet* 
in dem vorstehenden Ausspruch zu vertauschen. 
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§ 16. Sollen irgend zwei einförmige Gebilde projeetivisch auf ein- 
ander bezogen werden, so kann man noch drei verschiedenen Elementen 
(ABC) des ersten die entsprechenden (A^B^C^ des zweiten Gebildes be- 
liebig zuweisen; jedem anderen Element des ersteren ist alsdann ein be- 
stimmtes Element des letzteren zugeordnete^. 

Zusatz 1. Entspricht zwei Elementen AB dasselbe Element A^ 
der anderen Reihe, einem dritten C aber ein von A^ verschiedenes Ele- 
ment Cij so gehört jedes Glied der ersteren Reihe dem Element A^ und 
jedes der letzteren dem Element C zu. 

Zusatz 2. Sind in zwei Reihen desselben Trftgers irgend drei 
Elementen der ersteren ihre entsprechenden genügend genähert, so rückt 
jedem anderen sein entsprechendes Element so nahe, als man nur im- 
mer will. 

Die beigefügten Bezeichnungen beziehen sich auf den Fall zweier 
projectivischer Geraden l und /^, auf den man nOthigenfalls durch Pro- 
jection alle übrigen zurückführen kann. Auf der reellen oder imaginären 
Geraden AA^ nehmen wir P und Q 
an. Es mögen PB und QB^ in Ä, PC 
und QC^ in S sich schneiden. Be- 
zieht man auf RS die Strahlbüschel 
P und Q, auf diese aber beziehlich 
die Geraden l und l^ perspectivisch, 
so entsprechen in den entstehenden 
projectivischen Reihen ABC und 
A^B^C^ einander. Liefse sich nun 
auf das Gebilde ABC ... in mehr als 
einer Weise das Gebilde A^By^C^. . . 
beziehen, so würden auf der letzte- 
ren Geraden zwei nicht zusammen- 
fallende Reihen drei Elemente A^B^C^ 
entsprechend gemeinsam haben. Es 
mögen letztere von einem imaginären 
Punkt A aus projicirt werden, und es 
seien 3li33i6iS)x • • • und Sli33i6iS)i . . . entsprechende Punkte der bei- 
den Repräsentationsebenen. Dann mufs die Kette Sl^SSi^j sich selbst 
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Punkt für Punkt entsprechen. Ferner müssen irgend zwei entsprechende 
Punkte derselben Kette Sl^SSi angehören, da es keine zwei verschiedene 
projectivische Darstellungen des Strahles Sl^A. geben kann, die von der 
Tangente der Kette Sl^SSi®! ausgehen. Ebenso müssen aber entsprechende 
Punkte derselben Kette Slj^föi angehören und daher zusammenfallen. Um 
den Zusatz 2 für eine Gerade zu beweisen, beziehe man auf die Reihen 
ABG... und A^B^C^... derselben Geraden / eine dritte A^B^C<^ . . . 
einer anderen Geraden /j. Das GeradengefOge, welches A^B^C^ zu 
ABC in Beziehung setzt, braucht, damit A^B^C^... und il2^2^2--* 
einander entsprechen, um so weniger verschoben werden, je näher A^B^C^ 
bei ABC liegen. Je zwei einander nahe liegende Geraden bestimmen 
daher zwei entsprechende Punkte der Reihen auf l und diese liegen also 
benachbart (§ 6). Mit Hülfe des § 6 folgt auch, dafs projectivische ein- 
förmige Gebilde stetig auf einander bezogen sind, dafs also, wenn AB CD 
'X A^B^C^D^ ist, 2)j an C^ beliebig heranrücken mufs, wenn C und D 
einander genügend genähert werden. 

Wird die Anordnung des Zusatzes 1 getroffen, so fällt R mit P 
und RS mit PC zusammen, jedem von C verschiedenen Punkte von / 
gehört daher nur A^ dem Punkte C aber jeder Punkt von l^ zu. 

§ 17. Zu irgend zwei Punkten A und B einer Punkt- Repräsen- 
tationsebene kann man eine Schaar beigeordneter Ketten finden, die näm- 
lich jeden Kettenbogen AB einmal treffen und so, dafs beide Tan- 
genten ein Paar der Involution des Grundpunktes ausschneiden; ihre 
Schnittpunkte mit irgend einer Kette AB werden durch A und B har- 
monisch getrennt. Durch einen Punkt C geht nur eine solche Kette. 

Man beziehe auf das Gebilde KA , kB . . . projectivisch ein anderes 

^ - mit demselben Centrum, bei welchem dem Strahle Bk der reelle Strahl a 

r \y'\ zugehört. Dem Kettenbüschel AB entspricht dann/ ein Strahlbüschel A^. 

Eine Kette, für welche A^ der Pol von a ist, und nur eine solche erfüllt 
die Bedingung, dafs in jedem ihrer Punkte B^ die Tangente mit B^A^ ein 
Paar der Involution des Grundpunktes A ausschneidet. Ihr entspricht eine 
Kette der in Rede stehenden Schaar. 

§ 18. Wenn drei Strahlen kA^ ^ kA^ ^ kA^ eines Büschels die 
Strahlen BB^^BB^^^B^ eines zweiten projectivischen zugehören, so ent- 
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spricht dem HalbkettenbQschel A^A^ der Ebene A projectivisch das Halb- 
kettenbüschel ^1^2 ^^^ Ebene B derart, dafs in den TangentenbQscheln 
AiyB^,A2jB2 Darstellungen der Strahlen il^A , ilgA^ , Ä^B , ßg^^ einander 
zugehören, dafs ferner die Halbketten A^A^A^ und B^B^B^ einander und 
vier in einerlei Sinn folgenden Halbketten Ay^A^ vier in einerlei Sinn 
folgende Halbketten B^B^ entsprechen. Den A-^^ und A^ beigeordneten 
Ketten entsprechen B^ und B^ beigeordnete. Auf irgend zwei Halbketten 
Ay^A^ und -B1-B2 entstehen dabei projectivische Punktreihen. 

Der Lehrsatz folgt unmittelbar aus den §§15, 16 und 17. Vier 
in einerlei Sinn folgenden Halbketten A^A^ entsprechen vier auf einander 
folgende Halbketten, weil die beiden Felder A^A^A^ und B^B^B^ auf ein- 
ander stetig bezogen sind. Ohne diesen Zusatz würde die Beziehung noch 
eine zweideutige sein, indem nur die Tangenten entsprechender Ketten 
iljilg und B^B^ gegeben sein würden, diese aber von den bezüglichen bei- 
geordneten Ketten in je zwei Punkten geschnitten werden. Der Zusatz 
aber bedingt, dafs den Halbtangenten eines gestreckten Winkels bei A^ 
diejenigen eines bestimmten gestreckten Winkels bei B zugehören. Da- 
durch ist dann, weil den Halbketten A^A^A^ und B^^B^B^ bestimmte Halb- 
tangenten in A^ und B^ zukommen, jeder Halbkette eine Halbkette, jedem 
Punkte der Ebene A ein Punkt der Ebene B zugewiesen, da noch jeder 
A^ und A^ beigeordneten Kette eine B^ und B^ beigeordnete entspricht. 

§ 19. Aus dem Vorstehenden resultirt folgendes wesentliche Prin- 
cip. Die ganze Reihe derjenigen Resultate, welche für nur reelle Ge- 
raden und Punkte, jedoch allein durch Betrachtung projectivischer ein- 
förmiger Gebilde abgeleitet sind, gelten ganz ebenso allgemein, wenn ima- 
ginäre Elemente eingeführt werden. 

Beispiel: Sind den projectivischen Reihen 

1) ABCD ... "A ABC^D' ... J ABC'D" . . . 
die Elemente AB entsprechend gemeinsam, so sind auch die Reihen ho- 
mologer Punkte projectivisch und haben die Elemente A und B entspre- 
chend gemeinsam 

2) ABCC'C" . . . Ä ABDD'D" . . . Ä ABEE'E" . . . 
Die ersteren Reihen seien Punktreihen und auf eine andere A-^B^C^D^ 
nach Figur 5 (S. 37) projectivisch bezogen. An derselben braucht nur 
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RST projectivisch zu ABC'C"C"' um R gedreht zu werden, um alle 
diese Beziehungen herzustellen. Die perspectivischen Reihen, die so auf 
QC^ , QDj ^QE^. . . entstehen, werden von P aus in die Reihen 2 projicirt. 

§§ 20 und 21. Zwei einförmige projectivische Gebilde mit dem- 
selben Träger haben zwei Elemente entsprechend gemein ^^. 

§ 20. Wären den Gebilden mehr als zwei Elemente gemeinsam, 
so müfsten sie zusammenfallen. Es braucht nm* der Fall zweier Strahl- 
büschel mit demselben Centrum A, das im Unendlichen liegt, betrachtet 
zu werden, da hierauf alles durch Projection zurückkommt. Es seien J^ 
und ^2 ^^^ Hauptpunkte der beiden Ebenen, denen also in je der anderen 
Ebene die unendlich ferne Gerade zugehört. In den HalbstrahlenbQscheln 
Sg und c/j entsprechen einander Theile von Darstellungen der Strahlen 
J^A und SgAi und es werden dabei die Halbstrahlen gestreckter Winkel 
einander zugewiesen (§ 18). Den Ketten mit dem Mittelpunkt J^ ent- 
sprechen solche mit dem Mittelpunkt ^2 ^^^ zwar den sehr eng um J^ 
zusammengeschlossenen sehr grofse Ketten der anderen Schaar. Da auf 
irgend zwei Halbstrahlen J^ und S2 projectivische Reihen sich ergeben, 
. . so entsprechen stetige Folgen solcher Ketten einander. In jedem beiden 

Feldern entsprechend gemeinen Punkte beider Reihen schneiden sich zwei 

. rV entsprechende Halbstrahlen J^ und Sg ^^d zwei entsprechende um sie be- 

»'1 /j. / ' schriebene Ketten. Jeder Punkt aber, wo diese beiden Eigenschaften 

*^'^*7 erfüllt sind, repräsentirt einen entsprechend gemeinsamen Strahl. 

^- A Die gesuchten Punkte liegen zuerst auf Theilen einer Hyperbel, 

^ deren Asymptoten ein Paar der Involution A projiciren und die durch 

V '/ , zwei projectivische StrahlbOschel J^ und Sg erzeugt wird, in denen Dar- 

stellungen von J^k. und ^2^^ einander entsprechen. Ihr Mittelpunkt fällt 
■v •'' mit dem der Strecke Ji^2 zusammen. Zwei projectivische Reihen näm- 

lieh liegen involutorisch, wenn in ihnen Darstellungen der Punkte A und A^ 
^'C L:^' •' sich entsprechen; je zwei zugehörige Punkte trennen alsdann ein Paar der 

/ Involution A harmonisch (§ 2 a). Sind daher i und / zwei entsprechende 
^ \ Strahlen der Büschel J^ und Sg? so müssen, weil A im Unendlichen liegt, 

auch die t und j parallelen, aber von Sg ^^^ "^i ausgehenden Strahlen 
einander entsprechen. J^ und Sg liegen auf verschiedenen Theilen der 
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Hyperbel. Läfst man einen Punkt A des ersteren, in dem entsprechende 
Halbstrahlen sich treffen^ auf der Curve stetig fortschreiten, ohne J^ zu 
erreichen, so bewegen auch die nach J^ und Sg föhrenden Halbstrahlen 
sich stetig und bleiben daher entsprechend. Alle so erreichbaren Punkte 
gehören also der betrachteten Curve an. Überschreitet der bewegliche 
Punkt Jj, so bewegt sich / stetig, t aber springt aus einer Richtung der 
Tangente in J^ in die entgegengesetzte über. In den anderen Punkten des 
Theiles, zu dem J^ gehört, schneidet daher jeder Halbstrahl ^ den ent- 
gegengesetzten seines entsprechenden. Einer der Theile, in die J^ seinen 
Zug der Hyperbel zerlegt, gehört der untersuchten Curve an, und ent- 
sprechend einer der Theile, in die 32 ^®^ seinigen zerlegt. Die erstere 
Eeihe sich schneidender Halbstrahlen wird durch zwei zu einer Halb- 
asymptote parallele Halbstrahlen abgeschlossen. Auch die ihnen entgegen- 
gesetzten Halbstrahlen entsprechen einander und begrenzen daher die an- 
dere Reihe sich schneidender Halbstrahlen. Die Curve besteht aus zwei 
Zügen, die, von J^ und Sg ausgehend, den entgegengesetzten Richtungen 
einer Asymptote sich anschliefsen. Nur wenn J^Sg ^^^ ^2"^! einander 
entsprechen, können beide Curventheile einen Punkt gemeinsam haben. 
Die Hyperbel enthält dann J^Sg ^^^ ^^^ von M ausgehende Gerade, 
die mit ihr ein Paar der Involution des Grundpunktes ausschneidet. 
Die in Rede stehende Curve besteht aus den einmal bei M gebrochenen 
Zügen, die von J^ und Sg ^^^ ^^^^ Unendliche führen. Beide haben nur 
den Punkt M gemeinsam. Man kann J^M durch einen beliebigen der 
Theile ergänzen, in die durch M die andere Gerade zerlegt wird; 32-^ 
mufs dann mit dem anderen zusammengestellt werden. 

§ 21. Wir lassen nun einen Punkt den von J^ ausgehenden 
Zweig durchlaufen. In jeder Lage desselben schneiden sich zwei um Jj^ 
und S2 beschriebene Ketten. Für die gesuchten Coincidenzp unkte sind 
dieselben entsprechende Glieder der projecti vischen Reihen. Die Sg"^®*'^® 
mufs für sie mit der anderen, welche der J^-Kette entspricht, iden- 
tisch sein. Läfst man den beweglichen Punkt von J^ aus stetig in die 
Unendlichkeit gehen, so ändern sich auch die beiden Sg"-^^*'*^^ stetig. 
Die beständig durch den beweglichen Punkt gehende hat zur Anfangs- 
lage die durch J^ gehende Kette, kann nicht in den Punkt Sg ausarten, 

Math. Äbh. nicht zur Äkad, gehör. Gelehrter» 1887, L 6 
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und wird, wenn sich der bewegliche Punkt genügend weit von J^ ent- 
fernt, so grofs, wie man nur immer will. Die andere Sg"^®**®» welche 
der J^- Kette durch den beweglichen Punkt projeetivisch entspricht, ist 
für genügend nahe bei J^ gewählte Punkte so grofs, wie man nur immer 
will, verändert sich ebenfalls stetig, und wird so klein, wie man nur im- 
mer will, für genügend entfernte Lagen des beweglichen Punktes. Wir 
wollen eine Endlage desselben so wählen, dafs die zugehörige zweite Sg" 
Kette Cj innerhalb der kleinsten S2-Kette der ersten Art liegt. Wir wollen 
eine Anfangslage des Punktes so nahe bei J^ wählen, dafs die zugehörige 
zweite Sg'^®**^ ^2 ^^ ersten Sg- Ketten umschliefst, die bis zur gewähl- 
ten Grenzlage möglich sind. Während die zweite Sg"^®**® einen stetigen 
Übergang von c^ zu c^ macht, geht die zweite, ohne die Grenzlagen c^ 
und Cg zu erreichen, von einer zwischen beiden gelegenen Anfanglage Cj 
zu einer ebenfalls zwischen c^ und c^ gelegenen Endlage c^ über. Daher 
mufs es wenigstens eine Kette geben, die c^ ein- und d^ ausschliefst, und 
in der eine erste mit einer zweiten Sg"^®**® zusammenfällt. Mit ihrer ent- 
sprechenden J^- Kette schneidet sie sich auf dem von J^ ausgehenden 
Zweige der ersteren Curve in wenigstens einem Punkte. Auf dem von 
t/j und ebenso auf dem von Sg ausgehenden Zweige der ersteren Ourve 
giebt es also wenigstens einen Coincidenzpunkt, so dafs ihrer im Allge- 
meinen genau (§ 20) zwei vorhanden sind. Besteht die Ourve aus zwei 
einmal gebrochenen Zweigen, und ist der Mittelpunkt M selbst ein Coin- 
cidenzpunkt der beiden Reihen, so ist kein zweiter vorhanden. Da aber 
bei projectivischen Reihen, die einen Coincidenzpunkt bei M haben, es 
noch einen zweiten ebenfalls bei M gelegenen giebt, so können wir sagen, 
dafs in diesem besonderen Falle bei M zwei Doppelpunkte vereinigt liegen. 
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Zweites Capitel. §§ 22-76. 

Die Involutionen. 

Erster Abschnitt. 

Die Involutionen zweiter Ordnung. §§ 22 — 30. 

§ 22. Wenn in zwei projectivischen einförmigen Gebilden dessel- 
ben Trägers irgend zwei. Elemente (AA^ einander wechselseitig entspre- 
chen, so entsprechen je zwei zusammengehörige Elemente einander wech- 
selseitig. 

Zu irgend einem Punkte M einer Geraden sei M^ der zugehörige 
in der zweiten Reihe, diesem aber entspreche in der zweiten Reihe M^. 
Auch die Punkte M und M^ durchlaufen projectivische Reihen. Dieselben 
haben A und -Aj, sowie die Doppelpunkte (§ 21) der gegebenen Reihen, 
wenigstens also drei Punkte entsprechend gemeinsam. Die Reihen sind 
daher identisch, und irgend zwei zusammengehörige Punkte B und B^ der 
gegebenen Reihen entsprechen einander wechselseitig. 

§ 23. Eine eigentliche Involution besteht aus den Paaren, die bei 
zwei wechselseitig projectivisch entsprechenden Reiben desselben Trägers 
einander zugehören. Sie hat zwei getrennte Doppelelemente. Werden 
bei einer Strahleninvolution mit imaginärem Oentrum dieselben durch D^ 
und Dg repräsentirt, so schneidet jede durch sie gehende Eette sich mit 
jeder Dg ^^^ -^i beigeordneten Kette in dem repräsentirenden Punktepaar 
AAj^ eines Strahlenpaares der Involution. 

Die Involution hat (§ 20) wenigstens einen Doppelstrahl D^A. Die 
Kette DjAyli entspricht sich selbst, da diesen Punkten D^ , il^ und -4 zu- 
gehören. Da nun (§ 15) auf dieser Kette entsprechende Punkte reell- 
involutorisch liegen, so entspricht auch Dg, der durch A und A^ von D^ 
harmonisch getrennte Punkt, sich selbst. Die Halbkette D^AD^ und ihre 

6» 
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ergänzende D^A^D^^ überhaupt also zwei ergänzende Halbketten (§ 18) 
DiD^ gehören einander zu. Jede D^ und D^ beigeordnete Kette schnei- 
det auf jeder durch D^ und D^ gehenden ein Punktepaar der Involution 
aus, denn diese Schnittpunkte (§ 17) werden durch Z)j und D^ harmo- 
nisch getrennt. 

Wenn D^ und D^ zusammenfallen sollen, so mufs von AA^ und 
folglich (§ 16, Zusatz 1) auch von jedem anderen Paar ein Punkt mit D^ 
zusammenfallen . 

Wenn das Centrum der Involution einer der cyclischen Punkte der 
Ebene ist, so sind die Punktepaare Schnitte von Kreisen des Büschels 
DD^ mit ihren Orthogonal-Kreisen. 

§§ 24 — 26. Wenn in zwei projectivischen Gebilden desselben Trä- 
gers den festen Elementen A^ , B^ des einen stets die festen Elemente 
B^t A^ des anderen entsprechen, einem dritten* Element G aber andere 
und andere (S^ , ©2 > ®3 » ®4 • • • zugeordnet werden, so sind die jedes- 
maligen Doppelpunkte Paare der Involution ^41^4^; B^B^* Diese letzteren 
Gruppen ergeben sich, wenn (S mit A^ und B^ zusammenfällt. Jedem 
Paare der Involution gehört bei der bestimmten Erzeugungsweise ein Ele- 
ment (5 zu. Die verschiedenen Reihen ©i , 62 > ®3 5 ®4 • • • ^^^ ®i » ®2 > 
63 , ©^ . . . , welche einer gegebenen Anordnung der Involution entsprechen, 
sind sämmtlich unter einander projectivisch. Zu ihnen wird daher die 
Involution projectivisch gesetzt werden^*. 

Fällt in der obigen Erzeugungsweise A^ mit B^ zusammen, so be- 
schreibt der andere veränderliche Doppelpunkt ein mit ©i , 62 ? ®3 » ®4 • • • 
projectivisches einförmiges Gebilde. 

§ 24. Folgendes ergiebt sich unmittelbar mit Hülfe des § 19 aus 
bekannten, auf reelle Gebilde bezogenen Sätzen: Als Kegelschnitt wird 
der Ort der reellen oder imaginären Punkte der Ebene bezeichnet, wo 
sich entsprechende Strahlen zweier projectivischer BQschel mit reellen oder 
imaginären Centren A und B treflfen. Sind r und A irgend zwei so ent- 
standene Punkte, so kann der Kegelschnitt auch durch zwei projectivische 
StrahlbQschel mit den Centren r und A erzeugt werden. Durch fönf be- 
liebige Punkte ist derselbe daher bestimmt. Da seine StrahlbQschel auf 
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irgend einer Geraden a zwei projectivische Reihen bestimmen, so hat der 
Kegelschnitt mit jeder beliebigen Geraden zwei getrennte oder zusammen- 
fallende Punkte gemeinsam. Die Geraden, für welche das letztere eintritt, 
sind Tangenten des Kegelschnittes. Jedem Curvenpunkt r gehört eine Tan- 
gente zu ; bei der Erzeugung von F und A aus entspricht sie dem Strahle 
AT. Auf irgend zwei festen Tangenten schneiden die übrigen projectivische 
Reihen aus. Daher gehen von jedem reellen oder imaginären Punkte der 
Ebene an den Kegelschnitt zwei verschiedene oder zusammenfallende Tan- 
genten. Letzteres tritt nur fBr Punkte des Kegelschnittes selbst ein. 

§ 25. Die Punktepaare, in welchen die von einem Punkte ß aus- 
gehenden Geraden einen Kegelschnitt treffen, werden von einem beliebigen 
Pimkte A desselben aus durch die Strahlenpaare einer Involution projicirt. 

A sei ein imaginärer Punkt. Von*fl aus lassen sich an den Kegel- 
schnitt zwei Tangenten legen. Ihre Berührungspunkte A und A^ sind die 
Centren zweier StrahlbOschel, die den Kegelschnitt erzeugen. Die Doppel- 
strahlen der Büschel A, welche zu ihnen bezüglich einer beliebigen von ß 
ausgehenden Geraden perspectivisch sind, führen nach den Schnittpunkten 
der letzteren mit dem Kegelschnitte. Nun sind aber AA und A^^A ent- 
sprechende Strahlen der beiden ersteren und also auch der beiden con- 
centrischen Büschel. Ihre reellen Punkte D^ und Dg gehören in den reprä- 
sentirenden Ebenen einander zu. Bei der Erzeugung des Kegelschnittes ^ J> 

entsprechen ferner Aß und A^^A, sowie A^^ß und AA^ einander. Auf 
der Geraden o entsteht daher eine Involution; nach ihren Schnittpunkten 
führen mithin die Doppelstrahlen aA^i AA2 einer Involution, von der aDj, 
ADg ein Paar ist. A^ und A2 liegen also mit D^ und Dg auf einer Kette 
und trennen diese harmonisch. Ihrerseits bilden A^lg, Ailg ein Paar der 
Involution mit den Doppelstrahlen aD^ und ADg. 

§ 26. Wir erzeugen nun den Kegelschnitt durch die zu ihm per- 
spectivischen und daher unter sich projectivischen Strahlbüschel B und F. 
Die Doppelstrahlen der Büschel, welche zu jenen bezüglich der von ß aus- 
gehenden Geraden perspectivisch sind, führen nach ihren Schnittpunkten mit 
dem Kegelschnitt. AB und AT sind, da sie bei der Erzeugung des letzteren 
einander entsprechen, zugehörige Geraden der Büschel A . B^^ , r^ seien die 
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zweiten Schnittpunkte von ßB und JiF. Sollen nun, wie es der Satz ver- 
langt, auch AFj und AB^ einander zugehören, so müssen fQr einen Curven- 
punkt ^ sowohl AT^ und B*, als auch ABj und F* auf der bestimm- 
ten von Q ausgehenden Geraden sich schneiden. Durch die erstere For- 
derung wird * bestimmt; die letztere ist erfüllt, da nach Pascal 's Lehr- 
satz (§ 19) O oder (BB^ , rr^) ; (B* , ATj) ; (r$ , AB^) derselben Geraden 
angehören müssen. 

Zu irgend einem festen Strahle a des ersten Büschels A erhalten 
wir den entsprechenden a^, wenn wir den Schnittpunkt oa mit B ver- 
binden, den Schnittpunkt des zugehörigen von F ausgehenden Strahles 
mit aber wieder mit A . Mit o bewegen bei festbleibenden a die Strah- 
len um B und F sich projectivisch. Letzteres Büschel erzeugt mit o einen 
zweiten Kegelschnitt K^^ dem auch k angehört, weil IIA, BA und FA 
einander zugehören. Das zum Kegelschnitt K^ perspectivische Strahl- 
büschel A wird von a^ durchlaufen; dieses ist daher zu o projectivisch. 
Da nun durch eine bestimmte Anordnung der Involution diejenige des 
Büschels unzweideutig bestimmt ist, so folgt der dem § 24 voraus- 
gesetzte Lehrsatz zunächst für die Involution AB , AB^ ; AF , FF^ • Es ist 
dies aber die allgemeinste Strahleninvolution mit imaginärem Centrum A . 
Da jede Strahleninvolution von einer Geraden in einer projectivischen 
Punktinvolution geschnitten, diese aber von jedem Punkt aus durch eine 
Strahleninvolution projicirt wird, so folgt der Lehrsatz auch für die übri- 
gen möglichen Fälle. 

Die in ihm gegebene Definition für das projectivische Aufreäen 
einer Involution ist deswegen berechtigt, weil die beiden Haupteigenschaf- 
ten projectivischer Gebilde gültig bleiben, wenn die Involution in ihren 
Kreis aufgenommen werden. Zwei Gebilde sind unter sich projectivisch, 
wenn sie zu derselben Involution projectivisch sind. Sind ferner irgend 
drei Paare der Involution drei Individuen eines projectivischen Gebildes 
zugewiesen, so ist auch zu jedem anderen Paare das entsprechende Glied 
gegeben. 

§§27 und 28. Die Repräsentationsebene einer Strahleninvolution 
zweiter Ordnung mit imaginärem Centrum A wird projectivisch bezogen 
auf diejenige eines Strahlbüschels mit imaginärem Centrum B. 
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§ 27. Einer stetigen Ponktfolge der Ebene B entspricht eine stetige 
Folge von Punktepaaren der Ebene A. 

Es seien A^A^ und B^^B^ irgend zwei der betrachteten Paare. Die 
übrigen sind Doppelpunkte projectivischer Reihen 

A^B^C . • , A ^02^2®' • ' • » 

wo sich (§,' projectivisch mit dem Punkte (5 der Ebene B verändert und 
fttr die Paare A^A^ und B^B2 die Lagen A^ und Äg annimmt; diese mö- 
gen den Punkten 91 und 33 der B -Ebene zugehören. Zwei benachbar- 
ten Punkten ©162 der letzteren entsprechen, weil 

ist, in dem C zugehörigen Felde zwei einander genäherte Punkte (§.[(§^2 
(§ 16). Setzt man nun 

-^2-^2^1 • ' • A A2B2Q2 • • • A B^A-^C , . . , 

so gehören (§ 16) auch jedem anderen Punkte der letzteren Reihe zwei 
benachbarte Punkte der ersteren zu. Einem Doppelpunkte D der dritten 
und zweiten Reihe rückt der entsprechende der ersten ^[ um so näher, 
je mehr (^[ an (Sg herangerückt wird. Da nun projectivische Reihen ste- 
tig auf einander bezogen sind, so können entsprechende Punkte der Rei- 
hen 1 und 3 sich nur dann unbegrenzt nähern, wenn sie in der Nach- 
barschaft eines Doppelpunktes dieser Reihen sich befinden. Sind also 
€^€2 die Doppelpunkte der ersten und dritten, -D^Dg die der zweiten 
und dritten Reihe, so liegt Dj einem der ersteren Punkte, sagen wir C^, 
nahe; da alsdann (§ 22) 

A^B^C^D^ Ä A2B2C2D2 

ist, so mufs auch D2 bei C2 liegen. 

Wenn die Curve in der B -Ebene sich selbst nicht schneidet und 
keinen der beiden Verzweigungspunkte enthält, denen die Doppelpunkte 
der Involution entsprechen, so gehören ihr zwei Zweige zu, die in be- 
stimmter Weise die Paare A^A2 und B^B2 verbinden, welche den Anfangs- 
und Endlagen Sl und 33 des Punktes (5 entsprechen. Einem geschlosse- 
nen, sich nicht schneidenden Zuge der B- Ebene entspricht eine Ourve, 
die aus einem einzelnen oder zwei verschiedenen geschlossenen Zügen be- 
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steht. Wenn die geschlossene Curve der B- Ebene sehr klein ist, so setzt 
sich die entsprechende A- Curve aus zwei kleinen geschlossenen Zügen 
zusammen. 

§ 28. Diejenigen Curven des involutorischen Feldes, welche Ketten 
der B -Ebene entsprechen, werden als Ketten des ersteren bezeichnet. 
Jede Kette kann auf unendlich viele Weisen durch projectivische Ketten- 
büschel der Ebene A erzeugt werden. Die festen Punkte A^B^ des einen 
kann man auf der Curve beliebig wählen, diejenigen des anderen ergänzen 
jene zu Paaren der Involution (A^ und jßg). In den reell -projectivischen 
Tangentenbüscheln entsprechen die imaginären Strahlen ^^A; Bj^A^; ^2^^? 
jßgA einander. 

Jede Kette kann ferner auf unendlich viele Weisen durch projec- 
tivische Kettenschaaren erzeugt werden, die den Punkten C^D^ resp. C2D2 
beigeordnet sind. Das Paar C^Cg des Involutionsfeldes kann ganz be- 
liebig aufserhalb der Kette ausgewählt werden, das andere D^D^ ist dann 
durch jenes eindeutig bestimmt. 

Einem Kettenbüschel 2123 der B- Ebene entspricht ein projectivisches 
Kettenbüschel -4 j^Ag , 5^^-02 der Involutionsebene, und zwar entsprechen in 
den sechs reell -projectivischen TangentenbOscheln die Strahlen 

einander. Die beiden Ebenen sind daher in den kleinsten Theilen zu 
einander projectivisch^^ Entspricht dem Punkte 21 ein Doppelpunkt 
Z)j des Involutionsfeldes, so ist derselbe für alle Involutionsketten des 
Büschels ein Doppelpunkt. Ihre Tangenten bilden ein reelles Paar der 
Involution mit den Doppelstrahlen D^A und D^X^. Sie ist zum Tan- 
gentenbüschel in 21 so projectivisch, dafs diesen Doppelstrahlen 21 B und 
21 Bi zugehören. 

Der 21 und S5 beigeordneten Kettenschaar entspricht eine Schaar 
von A^A^ und B^B^ beigeordneten Involutionsketten; jede von ihnen 
schneidet jeden Zweig einer beliebigen Halbkette in einem Punkte so, 
dafs die beiden Tangenten ein Paar der Involution des Grundpunktes A 
projiciren. Jede einzelne trennt daher je einen der Punkte A^A^ von 
wenigstens einem der Punkte B^B^* 
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durchl&uft 6' die Halbkette A^(^[B^, wenn © die Halbkette SlSiS durch- 
eilt, deren Anfangs- und Endlagen A^^A^ und B^B^ zugehören. Für die 
Herstellung der Paare, welche Punkten des Bogens Slfö^S entsprechen, 
hat man also die Halbketten A^GB^ und B^(§,[A2 und folglich überhaupt 
zwei feste Halbketten A^B^ und B^^A^ einander zuzuweisen; in den vier 
Tangentenbüscheln entsprechen A^k\ Bj^A^; -ßgA ; ilgA.^ einander. Zwei 
entgegengesetzten Halbketten A^B^ gehören zwei entgegengesetzte Halb- 
ketten B2A2 zu. Die letzteren vertauschen sich, wenn Slß^S durch die 
entgegengesetzte Halbkette vertreten wird. Einer ganzen Kette 2135 ge- 
hört daher das Erzeugnifs der Eettenbüschel zu, die den gefundenen Tan- 
gentenbüscheln sich anschliefsen. Mit der Kette BSl bewegt sich die 
A^CB^ zuzuordnende Kette -Bg ©1-42 projectivisch. Hierin kann die erstere 
Kette B^ CA^^ ganz willkürlich gew&hlt werden. Speciell liefert das B^ i r t 6^ oi '- ^ > - 
A2A^ zugehörige Kettenbüschel -42^2 ^^ Tangentenbüschel des unter- / 
suchten Büschels Ajilgj-Bi-Ba bei Agj ^^^ das B^B^A^ zugehörige Büschel '^ '* 
A^B^ dasjenige bei jBg. Dieselben sind also (§ 18) zu den Tangenten- /;,, j -^ '3* 
büscheln der Ketten Sl 33 so reell -projectivisch, dafs die imaginären Strah- .• * 

len 9lB; 35B1 ; A^X; ÄgA^ einander entsprechen; natürlich sind, da sich' .' * 

A^ , J5^ gegen A2 , -B2 vertauschen lassen, die Büschel bei A^ und 5^ zu jenen A'j x * ^ ^ 
projectivisch, und es entsprechen den vorigen imaginären Strahlen A^A, 
und B^X^. Die Tangenten in A^ und A2 bewegen sich daher in einer, 
und die in ^6^ und B2 in der entgegengesetzten Richtung, wenn A im 
Unendlichen liegt. Von jeder Halbkette i4jil2,ßi^2 werden die Halb- 
tangenten nach Aufsuchung von irgend vier zusammengehörigen durch die 
Festsetzung fixirt, dafs die Halbstrahlen gestreckter Winkel bei ^4^,^42, 
B^ , B2 einander zugehören. Tritt an die Stelle von B^B^ der eine Doppel- 
punkt Dj^, so ist 

A^CD^. . . A D^&A^.. . 

In den Tangentenbüscheln der projectivischen Kettenbüschel A^D^ und 
^1^2 gehören die imaginären Strahlen A^X; D^A.^ ; Di^ i A^A^ einander 
zu. Im Punkte Dj^ ergeben sich, weil die beiden Strahlbüschel D^ ent- 
gegengesetzten Sinnes sind, zwei verschiedene sich selbst entsprechende 

Math. Äbh. nicht zur Akad, gehör. Gelehrter. J887. I. 7 
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Strahlen. Sie bilden, da J)^A iind D^ii^y sowie D^A^ und D^k einander 
zugehören, ein Paar der Involution mit den Doppelstrahlen D^k und D^A^. 
Von den vier Halbstrahlen, die man bei Dj^ so erhält, gehören je zwei 
ergänzende d^ und d^ derselben Halbkette an. Denn ist d^ ein Doppel- 
Halbstrahl der einen, so ist auch d^ ein solcher. Da ferner auch die 
HalbstrahlenbQschel entgegengesetzten Sinnes sind, so werden nun irgend 
zwei entsprechende von d^ und d^ getrennt. Fflr die ergänzende Halb- 
kette sind d^ und d^ wechselseitig entsprechende Halbstrahlen. Beim 
Bfischel D^Dj^,A^A2 bleibt hinsichtlich ^41^4^ alles wie vorher, bei D^ 
aber ergeben sich andere und andei*e Paare der Involution. In dem Tan- 
gentenbQschel in Z)j^, dessen Strahlen der festen Tangente der Kette Aj^D^C 
nach und nach zugeordnet werden, entsprechen D^A und D^A^ den Strahlen 
35 B und 35 ßi. Die Involution D^ ist daher (§§ 24 — 26) so reell -projec- 
tivisch zum Strahlbfischel 35, dals den Doppelstrahlen D^A und D^A^ die 
Strahlen 35 B und 35 B^ zugehOren. Man bemerke noch, daCs die einzelnen 
Strahlen der Involution D^ in gleichem Sinne mit der beweglichen Tan- 
gente in D^ der Kette Dj^A^^ die einer festen Kette A^D^ zugeordnet 
wird, sich bewegen, also in entgegengesetztem Sinne mit den Tangenten- 
bOscheln in A^^A^ des KettenbOschels A^A2yDj^DAy wenn A im Unend- 
endlichen liegt. Die genannten Strahlen sind zwei entgegengesetzt gerich- 
teten Büscheln gemeinsam. Wird nun eine kleine Verschiebung des letz- 
teren vorgenommen, so treten an Stelle eines Doppelstrahls zwei sehr 
nahe gelegene. Zwischen beiden liegt ein Doppelstrahl der beiden neuen 
Beihen, der sich also in demselben Sinne verschiebt, wie der irgend einem 
festen Strahle des ersten Büschels zugehörige bewegliche. 

Von dem einer beliebigen Kette B beigeordneten Punktepaar 6® 
kann man noch einen (S beliebig wählen, der andere ^ ist dann ein- 
deutig bestimmt. Bezieht man nämlich das StrahlbOschel B projectivisch 
so auf ein concentrisches, dafs B© und b einander entsprechen, so gehört 
der gegebenen Kette eine andere zu, aus deren Pol 5)' bezüglich B der 
gesuchte Punkt 2) entsteht. Die entsprechenden Paare seien CjGj und 
D^D^* Die übrigen Paare der Involution entstehen als Coincidenzpunkte 
der Reihen 

Da der Punkt 6' die Lagen Dg tmd Cg einnehmen mufs, wenn die Paare 
DjDg und C^C2 entstehen sollen, so muTs er eine Gj und D^ beigeordnete 
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Kette des Feldes A durchlaufen, wenii die Involutionskette entstehen soll, 
welche der ® und 3) heigeordneten entspricht. Die erstere ist daher das 
Brzeugnifs zweier projectivischer, C^D^ und D^C^ resp, beigeordneter Ket- 
tenschaaren. Sie schneidet jeden Zweig einer jeden Halbkette QCg , D^D^ 
einmal so, dafs die Tangenten beider ein Paar der Involution A aus- 
schneiden. Die Halbkette gehört nänilich einer Halbkette ©2) der Ebene 
B zu, welche die ® und 2) beigeordnete Kette in einem Punkte ? triflft. 
Die Punkte des ihm entsprechenden Paares sind beiden Ourven der In- 
volutionsebene gemeinsam und vertheilen sich (§ 27) auf die beiden ver- 
schiedenen Zweige der Halbkette. Da die Tangenten in % in der Punkt- 
ebene B ein Paar der Involution B ausschneiden, so treffen die Tangenten 
in einem Punkte des entsprechenden Paares die unendlich ferne Gerade 
in einem Paare der Involution A . Die Cj Cg und D^ D^ beigeordnete Kette 
scheidet daher jeden der Punkte C^ und C^ von wenigstens einem der 
Punkte Z)j und Dg ab. 

§ 29. Werden zwei Paaren A^A^ und B^B^ einer Involution die- 
jenigen A^AÜ^ und B^B^ einer zweiten desselben Trägers (A) genügend ge- 
liähert, so rückt an ein beliebiges Paar €^€2 der ersteren ein Paar der 
anderen beliebig nahe heran (ßlC^y Setzt man je drei einander nahe 
gelegene Paare als homologe Glieder projectivischer Reihen, so nähern 
sich irgend zwei entsprechende Paare derselben (D^^D^ und D^D^)* 

D^ und D2 sind Doppelpunkte der Reihen 

A^B^C^ ... A B^A^^ . • • j 1) 

D^ und D«{ diejenigen der Reihen 

A[BiC;... A B^AI^S)' ... 2) 

Die drei gegebenen Paare der ersten Reihe entspringen aus den Lagen 
A^B^Ci von 2), die entsprechenden aus den Lagen il^BgC^ von 2)'. 
Iväher ist 

^2 A^Ci® . . . Ä Äa^C^i' 3)' • • • 3) 

und S)' rOckt so nahe, als man nur immer will, an S) heran (§ 16, Zu- 
satz 2), wenn man B^ A^ C^ und B^ ^2 ^1 einander genügend nähert. Setzt 

man nun 

AiB^Ci... Ä A^B^C;... 4) 
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und folglich auch 

£2^2® . . . A ^242)' . . . , 5) 

so liegen je zwei entsprechende Punkte von 4) und auch von 5) einan- 
der nahe, wenn man noch A^B^ und A!^B\ einander nähert. Einem Dop- 
pelpunkt der Reihen 2) liegen alsdann zwei entsprechende Punkte der 
festen Reihen 1) nahe. Daher mufs jedes Paar D'^U^ der zweiten sich 
dem entsprechenden D^D^ der ersten Involution nähern. 

§ 29 a. Hält man ein Paar il^il2 einer Involution fest, von einem 
zweiten B^B^^ aber nur einen PunktjBg? so nähert sich gleichzeitig mit 
B^ auch von jedem anderen Paare C/Cg , D^Dg , E^^E^ ein Punkt (7^ , D^ , 
E\ dem Punkte A^^ das Feld A^B^G^D^^E^ aber einem zur Involution 
projectivischen Felde ^43^3 ^2^2-^2 • • • 

Der Satz ist, weil A-^^A^ ^A^B^^A^C^»»» eine zur ersteren projec- 
tivische Involution ist, nur ein CoroUar des vorhergehenden. 

§ 30. In den beiden involutorischen Feldern des § 29 liegt jeder 
Kette ihre entsprechende nahe, und in irgend zwei benachbarten Punkten 
derselben nähern sich die Tangenten ihrer ganzen Ausdehnung nach, wenn 
man es nicht mit einem Doppelpunkt der festen Involution zu thun hat. 

Verbindet man die Punkte eines kleinen Bereiches mit den Paaren 
A^A^^B^B^ durch Ketten des Feldes A^A^^B^B^, so rücken alle Tan- 
genten, welche in Punkten des Bereiches berühren, bei genügender Ver- 
kleinerung desselben beliebig nahe an einander, falls derselbe nicht einen 
Doppelpunkt des Feldes oder einen der Punkte A oder B einschliefst. 

Die Kette iil^ ilg > ^1 Q2 ? ^1 ^2 ©i^teteht aus den projectivischen Bü- 
scheln il^Ci und C^A^. In denselben entsprechen die nach £^ führenden 
Ketten einander; die Tangente in C^ kommt der Kette A^G^ zu, welche 
G^G^A^ zugehört. Ersetzt man nun die gewöhnlichen Buchstaben durch 
die gestrichenen, so treten an Stelle der früheren Ketten ihnen nahe ge- 
legene A^G^B^ ^ A!^G2G^ ^ A\G{B\. Die beiden ersteren mögen in A!^ die 
Tangenten ^3 und ^^ haben, die letztere in G{ die Tangente fg- Die ge- 
suchte t'^ entspricht f^, wenn man die Strahlbüschel A!^ und C/ so pro- 
jectivisch bezieht, dafs die von ^3 und t^ ausgehenden Darstellungen der 
Strahlen ^A und C/A einander zugehören. Da nun ^2 ^3^4 bei den ent- 
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sprechenden Geraden ^2 '3*4 liegen (§ 5), so befindet auch t[ sich bei t^. 
Da aber die Kette il2^2^i unbestimmt wird, wenn an die Stelle des 
Paares CjCg ein Doppelpunkt tritt, so darf in diesem Falle der Schlufs 
nicht mehr gemacht werden. 

Der Zusatz ergiebt sich, wenn -4^-42 ™^*' -^^ilgj ^[^'2 ™i* -^A 
zusammenfällt, C^ und C^ aber beweglich bleiben. 



Zweiter Abschnitt. 
Lehrsätze über Involutionen nter Ordnung. §§ 31 — 39. 

§ 31. Unsere Aufgabe ist es nun, auf dem bereits Gewonnenen 
fufsend, eine Theorie der allgemeinen Involutionen aufzubauen. Es wird 
aber zweckmäfsig sein, eine kurze Erläuterung des Gedankenganges an der 
Involution dritter Ordnung vorauszuschicken. Wir erhalten ihre Gruppen, 
wenn wir auf alle Arten die projectivische Beziehung 

I) AA^ , ££1 , 661 . . . A I„) ^2 > ^2 > 6^ • • • . 

wo nur ©2 beweglich ist, zwischen einer Involution zweiter Ordnung und 
einem einförmigen Gebilde desselben Trägers (A) herstellen und jedesmal 
die Coincidenzelemente eines solchen Reihenpaares zusammenfassen. Ein 
Element, das nicht mit einem der A^ oder B^^ zusammenfällt, kommt in 
einer Gruppe vor. Wenn 63 ^^^ -^2 zusammenfällt, so entsprechen dem 
letzteren zwei verschiedene und daher alle Paare der Involution I. Da 
dann auch AA^ zwei und damit alle Elemente von I^ zugehOren, so be- 
steht eine Gruppe der Involution bxx^A^A^^A^ und eine andere aus B^B^^B^* 
Der ersten Erzeugungsweise können sofort noch andere zugesellt 
werden. Die Involutionsgruppen 

AAy , BB^ , ©61 , ©'©; , 6"©i . . . 

entstehen als Coincidenzpaare der festen Reihe 

n) I ^B2)$Di2)2... 

und der projectivischen einförmigen Gebilde 

n^) £iiiie@ie2 • • • a ii«) ^i^i®'®;®^ . • . ä 1I3) Äiiii®"®;'®^' . . . 
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Zu der Involution I sind die Reihen gleichstelliger Glieder 

projectivisch, deren Elemente nämlich je den Gliedern 3),2)i,2)2 • • • von II 
nach und nach zugeordnet werden müssen, damit die gegebene Anordnung 
von I entsteht. In ihnen allen gehören A^ und B^ den Paaren AA^ und 
BB^ zu. Mit ihnen projectivisch ist daher auch die Reihe I„, die irgend 
ein Glied der Involution dritter Ordnung mit der Involution I gemeinsam 
hat. Die gesuchten Elemente können noch in anderer Weise definirt werden. 
Die Reihen II; Hj, Ilg, Ilg . . . 11^ und I^ stehen nämlich in trilinearer Be- 
ziehung^''. In jedem Tripel zusammengehöriger Elemente ist das dritte 
nach Festsetzung von irgend zweien eindeutig bestimmt; irgend zwei von 
ihnen können noch projectivische Reihen beschreiben, wenn das letzte 
Element des Tripels beliebig festgehalten wird. In der That, irgend einem 
Gliede ?y von I^ ordnet sich ein bestimmtes Glied der Involution zweiter 
Ordnung zu und damit das bestimmte Reihenpaar II und 11^, welche eben 
dieses Glied erzeugen. Ii^end einem Gliede $D* von II aber gehört in 
Ily das bestimmte Glied 6J zu. Wenn 3)* festgehalten wird, und Syl« 
durchläuft, so mufs (5]J die zu ihm und zur gegebenen Involution I pro- 
jectivische Reihe 11'^ durchlaufen. Sehr leicht ist auch zu zeigen, dals, 
wenn das Element 6J festgehalten wird, wobei es die verschiedenen 
Bezeichnungen ®Jj, @Jj, (SJj ... erfährt, die Paare S^^^^y^ , ^^^y^ • • • 
5)* Sy, • • • projectivische Reihen durchlaufen. Man setze zu diesem Zwecke, 
wenn Sy, 3)* und 6J zusammengehören und P, Q, Ä, S vier feste Punkte 
einer Ebene sind, 

^2^2 gy... A P{QRS...) 

AB^, ... A Q(RPS . . .) 

endlich für die Reihen II« Ily jedesmal 

B^A^^l . . . Ä RiQPS . . .) 
Das Strahlbüschel, welcher so aus 11 entsteht, erzeugt mit denen, die 
aus den Reihen II1II2 . . . sich ergeben, Strahlen PiP2Ps^ die durch den 
Punkt P gehen. Dies StrahlbOschel P1P2PZ ist zu den Reihen 11' projec- 
tivisch; insbesondere erzeugen die Strahlbüschel, die aus I^und U^ ent- 
stehen , PS und es gehören PQ und PR den Elementen A^ und B^ der 
Reihen 11' zu; PiP2Pz • • • und P(CIRS. • .) sind also identisch. Daher ent- 
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sprechen jedem Tripel 65[S)^Sy drei Geraden, die einen bestimmten Punkt 
der Ebene mit P, Q, R verbinden. Aus der Symmetrie dieser Beziehung 
folgt, dafs irgend zwei Elemente des Tripels sich projectivisch bewegen, 
wenn das dritte festbleibt. Es gehört also jeder Zusammenstellung S)* 
und ®1 ein Element Sy, jedem Paare 6]J und Sy ein Element 35* zu. 

Eine Ausnahme hiervon machen allein die Paare AB^ und A^B der 
Reihen II und I«, A^B^ und Bgili der Reihen I^ und 11 j^, und endlich die 
Zusammenstellungen AB^ und Ay^B der Reihen 11 und 11^, denen je un- 
endlich viele Elemente zugeordnet werden. So entspricht z. B. B^ dem 
Gliede AA^ der Involution I, und um diese Gruppe entstehen zu lassen, 
hat man A^ jedem beliebigen Element von II zuzuordnen. 

Alle Coincidenzelemente der Involution I mit der Reihe I^, und 
keine anderen Elemente vereinigen in sich drei zusammengehörige Elemente 
6*5 JD* und 5^. Wir können sie daher ermitteln, wenn wir jede Reihe 
ni mit der einen Reihe I„ zur Coincidenz bringen, woraus Glieder der 
Involution III. Ay^A^yB^^B^ entstehen, und feststellen, wie oft ein Paar 
das Element JD* enthält, dem es zugehört. Die Involution erscheint aber 
in einer Anordnung, welche zu den Reihen homologer Glieder Ily der 
Reihen 11^ und darum auch zu der einen Reihe 11 projectivisch ist. Den 
Paaren Ay^A2 und -ß^Bg gehören in allen charakterisirenden Reihen Ily die 
Elemente Ay^ und -ß^ und darum in II die Elemente B und A zu. Die 
Elemente also, welche den Reihen gleichzeitig angehören 

I) A^A,B^B,{&^(&... A L) B^.A^.iS^ ... , 

sind auch den beiden Reihen 

U) .!,£,£)... Ä inj B^B^.A^A^,^^^'^... 

gemeinsam. S)iS)2 verändert sich projectivisch zu @29 ^^^ es der festen 
Reihe 11^ mit I„ gemeinsam ist. Die unter einander projecti vischen Reihen 
in^, lüg, III3 . . . , welche aus homologen Gliedern der Reihen III. ent- 
stehen, sind also auch mit den Reihen I^ projectivisch. Da alle Reihen 
ni« Anordnungen derselben Involution sind, so kann man ganz dasselbe 
erreichen 9 wenn man auf irgend eine von ihnen III alle projectivischen 
Anordnungen IVj IVg IV3 . . . IV. von 11 bezieht, bei welchen B und A 
den Gliedern A1A2 und -ß^Äg ^^^ ^^ zugeordnet werden. Die Reihen 
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^^^4r .-^ — ' homologer Glieder IV'. werden sich projectivisch za den I^ ergeben, wenn 

III und IV« dieselbe Gruppe erzeugen, wie 11 und HI« und wie I und I. . 
^A^ thf^ ^{jtAr ^^^ übrigen Elemente der Gruppe, zu denen Cg gehOrt, sind den 

^ y K- '^^ beiden Reihen 



c\ .. ?^ 



I 



gemeinsam. Für diese Ginippe allein kann man ^Cg und Cg diejenige 
^ >. '• ^ ^ Rolle spielen lassen, die vorher BB^ und A^ inne hatten. Die gesuchten 

j **N^ Elemente müssen daher zwei projecti vischen Reihen 

*^V C^ C iTAfACj^ C^B^.C^A^ ... A A, (§.... 

'IKAk "T' gemeinsam sein. Die Involution zerfällt aber in Cg und in eine zu ihr 

^ und il , (5 . . . projectivische Reihe B^^A^ ... Aufser Gj enthält mit- 
yl i^ /^^ AA^/i^ T" ^^^ ^^® untersuchte Gruppe noch ein bestimmtes Paar der Involution 

zweiter Ordnung AA^ , ^B^^ das natürlich auch der Involution ©Aj , BB^ 
^Ai C P% C C angehört. Mit Ausnahme einzelner besitzt daher jede vorhandene Invo- 

• ' _ ■ - ' , lutionsgruppe drei verschiedene Elemente G ^C^^G^ ; D ^D^^D^\ . . . 

^ A I C\ C ^/JiA)5» / Irgend zwei beliebige dieser Gruppen können dazu dienen, alle an- 

' /\ deren zu erzeugen. Um nämlich die Paare DD^ und D'D[ zu erhalten, 

''^ . die Dg ^^ J® ^iJ^^r Gruppe von AA^^A^^BB^B^ und AA^A2yCGC2 er- 

//Ai H^C CiC ganzen, hat man zuerst die Glieder Dg 25 und 7)2 SD' der Involutionen Ai4j, 

J ,r BB^i^^^G^ Miidi AA^^B^^ 'iCCy^ aufzusuchen. Alsdann gehört DDi zur 

fy^x^ ^ iA.V^Q^ Involution AA^.B^^ und D[D' zur Involution AA^,G^^\ Beiden In- 
Z^^"*^-«^ C* . r i 'Hv^^^^A^^olutionen ist aufser AAy nach dem Vorigen noch das Paar gemeinsam, 
'i< r/^ i J welches Dg ^^ einem Gliede der Involution AA^M ^B^^G^ ergänzt. Da 

/ . / ^^\ ^^^"W't^^DDj und D'Di mit AA^^ aber ebenso auch mit A^A^ und A^A zu je 
^/^t.;) r* r ^ ^'j^^r einer Involution gehören, so fallen sie zusammeiifSs, 
/ ^ ^ ^ .^ Diesen Schlufs mehrmals anwendend erkennt man, dafs aus irgend 

^ ^ «^^(^««v^wei Gruppen CG^G.^ und DD^D^ die Reihenpaare 

//^^c-^^C^c f^x^ ^ö "*^ ®2 variabel ist, sich herstellen lassen, deren Coincidenzgruppen 

y. ^^ sämmtlich Glieder der untersuchten Involution sind, und dafs die letzteren 

/\ -^le-i««, 'ri;^ 6 alle in dieser Art darstellbar sind* Irgend eine Reihe von Gruppen der- 

/ ^ . ' selben bedingt eine ganz bestimmte Anordnung (Sg 62 ^2' • • • ^^^ Elementen, 

^ ' ^ die, damit sie entstehen, 66^ zugeordnet werden müssen. Die verschiedenen 

/V .^ f ,4 y M ß // einförmigen Gebilde, wekibe auf diese Weise eindeutig auf die Anordnung 

/ 
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der Involution dritter Ordnung bezogen sind, entsprechen auch einander 
eindeutig. Es ist ungemein wichtig, zu zeigen, dafs alle diese Reihen 
unter sich projectivisch sind. Weil aber die bezüglichen Schlüsse sich 
später wörtlich wiederholen, so wollen wir diese Überlegung hier nicht 
durchführen. OflFenbar kann man dann die Involution dritter Ordnung 
zu ihren charakterisirenden Feldern projectivisch setzen. 

Der Hauptsatz der Involutionstheorie wird aber der sein, dafe 
nicht nur jeder Gruppe ein Element in jedem charakterisirenden Felde 
entspricht, sondern auch umgekehrt jedem Elemente des letzteren eine 
Gruppe zugehört. Dabei braucht man diesen Nachweis nur für irgend 
ein einförmiges Gebilde zu leisten. Wählt man ein Strahlbüschel mit ima« 
ginärem Centrum als Beispiel, so kommt es auf den Nachweis an, dafs 
ein Involutionsfeld der §§ 27 — 30 mit einem projectivischen Punktfelde im 
Allgemeinen drei, stets aber überhaupt gemeinsame Punkte hat. Hierbei 
würden sich die singulären Punkte, welche in ihren Gruppen mehrfach 
zählen, als sehr störend erweisen, wenn nicht gezeigt werden könnte, dafs 
es ihrer nur eine endliche Anzahl (höchstens vier) geben kann. Für das 
Involutionsfeld dritter Ordnung gelten ähnliche Stetigkeitsbetrachtungen, 
wie für dasjenige zweiter Ordnung. 

Von diesen Sätzen sind die nachstehend für Involutionen nter Ord- 
nung aufgestellten Theoreme Verallgemeinerungen. Wir werden dieselben 
durch Schlüsse von n auf n -f- 1 darthun. 

§ 32. Auf eine feste Gliederung einer Involution n — mter Ord- 
nung werde eine Involution mter Ordnung desselben Trägers projecti- 
visch so bezogen, dafs zwei bestimmten Gruppen 

der ersteren stets die Gruppen 

RR R A A A 

entsprechen, einer dritten Gruppe ©162 • • • ®l-m ^^^ ®^^^ veränderliche 
Gruppe 6^_„^.j • . • ®„ der zweiten zugehört. Wenn man von speciellen 
Lagen der letzteren absieht, haben beide Reihen genau nOoincidenzele- 
mente C^, Cg, C3 , . . . C„, welche eine Gruppe der Involution 

A-^A^ . . . A^ y ^1^2 • • • -^n 

Math, Abh. nicht zur Äkad, gehör. Gelehrter. 1887. L 8 
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bilden. Sie ist eindeutig bestimmt durch die Gruppe 6^««,+i • • • ®n» ^^1- 
che der Gruppe (§.[(§^2 • • • ®l-m zugeordnet werden mufs, damit sie ent- 
stehet^. 

§ 33. Um eine solche Erzeugungsweise der Involution zu erhalten, 
kann man erstens zwei Gruppen derselben A^A^ . . . A^ und B-^B^ . . . B^ 
willkQrlich auswählen, und alsdann, nachdem m (<; n) beliebig festgesetzt 
ist, in irgend einer Weise die Gruppen in je zwei andere 

A^A^ . . . ^n-m -^«-«+1 • • • ^n 

i>ji>2 • • • B^_^ -0„-.,n+i • • • -^n 

zerlegen. Wenn dann jeder der beiden Gruppen von n — m Elementen die 
kreuzweis stehende zugeordnet wird, einer dritten Gruppe der ersteren 
Involution aber nach und nach jede Gruppe der letzteren, so ergeben 
sich stets die Gruppen der Involution wter Ordnung. 

Ist eine feste Gruppe 6i®2-..®l-m ausgewählt, so entspricht 
einer bestimmten Anordnung der Involution nter Ordnung eine bestimmte 
Aufreihung der Involution mter Ordnung. 

A AR R 

jeder Gruppe der ersteren diejenige der letzteren , welche 6i ©2 • • • ®«-m 
zugeordnet werden mufs, damit sie entstehe. Den Gruppen A^A^ > . . A^ 

und B^ . . . B^ entsprechen A^_^^^ • • • ^1. ^^^ ^n-m+i • • • ^n* ^^^ diese 
für die Anordnung der Involution charakteristischen Reihen sind mit ein- 
ander projectivisch. Zu ihnen wird die Involution projectivisch gesetzt. 

Zusatz 1. Die Involution ist durch irgend zwei ihrer Gruppen 
bestimmt. 

Zusatz 2. Irgend ein Element des Trägers gehört entweder nur 
einer Gruppe an oder allen. Im letzteren Falle zerfallt die Involution in 
eine solche n — iter Ordnung und dies gesonderte Element. 

Zusatz 3. Sind U^^ü^^ U^^ U^ . . . und Vi^V^^V^'y^ • • • Involutionen 
n — mter und mter Ordnung resp., und ist eine Gruppe G von n Punkten 
ein Glied aller Involutionen U^ V^ , ^1 ^2 5 ^1 ^s > '^i ^3 5 ^1 ^4 y ^1 ^4? • • • > 

so ist t/j, U2, U^,U^, ' > ' Ä ^1, ^2» ^^3» ^4 ' • • • 

§ 34a. Wenn von einer Gruppe der Involution nur ein Element C^ 
gegeben ist, und C^ßs®^ . . . (5„ ein Glied der Involution -42^3 ••• -^^ > 
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B^B^ . . . B^ ist, so bilden Cg , C3 , . . . C^ eine Gruppe der beiden Invo- 
lutionen : 

1) A^A^ . • • ^n ) -ßi^a • • • ®n ^°d 2) Bc^B^ • • • ^« ^ ^163 • • • ©« • 
Sie sind die Doppelelemente der Reihen 

A^A^ . . . A^ j 6364 . . . fö^ , . . . A -ßi ) ^2 > • • • ^ 
wenn auf das durch B^ bestimmte Glied der Involution das Element C\ 
bezogen wird, das mit C^ ein Paar der Involution A^A^ , B^B^ bildet. 
Hat die den Involutionen 1) und 2) gemeinsame Gruppe bei Cj ein 
p — ifaches Element, so ist C^ ein 2)faches Element in der untersuchten 
Gruppe der Involution nter Ordnung. Solche Gruppen werden als singu- 
lare Gruppen^ die mehrfachen Elemente als singulare Elemente der In- 
volution bezeichnet. Es kann in einer Involution nter Ordnung höchstens 
2(n — 1) Elemente solcher Art geben. 

§ 34b. Bei einer Involution mit einem n fachen Element D^ als 
Gruppe giebt es im Allgemeinen n — l gewöhnliche Doppelelemente. Fin- 
det man /verschiedene />i >P2 » • • -i^^fach zählende singulare Elemente, so ist 

7^1 +i^2 + •• • JP/ = ^ — 1+ ^• 
Bei einer allgemeinen Involution können neben einem ^^ fachen Elemente 
noch 2n — 1 — jp^, neben einem ^^ fachen und einem p^fox^tn noch 
2n — jpi — p^ andere singulare Elemente auftreten. 

§ 35. Eine Strahleninvolution wird von jeder Geraden in einer 
projectivischen Punktinvolution nter Ordnung geschnitten, diese aber von 
jedem Punkt aus durch eine projectivische Strahleninvolution projicirt. Da- 
her kann alles Übrige zurQckgefQhrt werden auf die Betrachtung von Strah- 
leninvolutionen mit einem beliebigen imaginären Mittelpunkt A. Wir neh- 
men ihn in der Unendlichkeit an. Alsdann wird eine Strahlengruppe durch 
den unendlich fernen Strahl und n — 1 reelle Punkte der Endlichkeit reprä- 
sentirt, jede andere Gruppe aber durch n im Endlichen liegende Punkte. 
Die Betrachtung der Involutionen kann also ersetzt werden durch die Be- 
trachtung reeller in einer Ebene ausgebreiteter Gruppen zu n Punkten, 
bei welchen aber der involutorische Charakter erhalten bleibt, dafs jeder 
Punkt nur in einer Gruppe auftritt. Eine solche Gesammtheit wollen 

8^ 



60 E. K ö T T E R : Grundzüge einer 

-wir ein involutorisches Punktfeld nter Ordnung nennen und zwei solche 
Felder projectivisch, wenn sie geeignet sind, zu einander projectivische 
Involutionen mit den Grundpunkten als Centren darzustellen. Sie sind 
alsdann stetig auf einander bezogen. 

Anm. Diesem Falle war die Bezeichnung in den §§ 32 — 34 an- 
gepafst; A^B^(§,^ bezeichnen in der Ebene veränderliche Punkte. 

§ 36 a. Ein involutorisches Feld nter Ordnung ist durch zwei 
Gruppen 

vollständig bestimmt. C^ gehört mit n — 1 anderen Punkten CgCg . . . C, 
zu einer Gruppe. Wird C^ genügend nahe bei A;^ genommen, so rücken 
von den übrigen einzelne an einfache, und je ^verschiedene an j) fache 
Punkte der Gruppe A^A^ . . . A^ so nahe heran, wie man nur immer will, 
b. Liegen von einer Gruppe B[B2 ... B^ m Punkte bei A^y A^^ 
...A^, die Übrigen B'^^^^Bl^^^, ... B^ aber m—n Stellen B^^^.B^^^, ... B^ 
des Involutionsfeldes nahe, welche von A^^^, il^^^, . . . A^ endlich ent- 
fernt sind, so nähern sich von jeder anderen Gruppe der Involution 
A^A^ . . . A^ , B[B2 • • • -ß^ m Punkte den Stellen A^A2 . • • 4« und n — m 
andere einer bestimmten Gruppe der Involution A^^^ . . . A^; ^m+i^ 

§ 37. Das involutorische Feld sei auf ein Punktfeld mit dem 
Centrum B projectivisch so bezogen, dafs den Gruppen Ay^A2 . . ^ A^ und 
B^B2 • . ' B^ die Punkte 21 und 33 resp. entsprechen. Die den Halbket- 
ten 3135 entsprechenden involutorischen Halbketten A^A2 ... A^ , ^1^2 
. . . jB^ bestehen mit Ausnahme einzelner aus je n ganz im Endlichen lie- 
genden Zweigen, welche in bestimmter Weise die Punkte A^^ ilg? • • • -^n ^^^ 
den Punkten B^, jBg? • • • ^n verbinden. Nur in einem p fachen Punkt der 
Involution fliefsen p von ihnen in einen 2p strahligen Stern zusammen. 
Die p Strahlen, welche vom Mittelpunkt desselben aus nach Punkten der 
ersteren Gruppe führen, werden von denjenigen getrennt, welche nach 
Punkten der zweiten Gruppe führen. Die 2pHalbtangenten in dem 
j) fachen Punkt ergänzen einander zu je zweien und bilden eine reelle 
Gruppe einer Hauptstrahlen -Involution pter Ordnung, die nämlich zwei 
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^ fache nach dem Grundpunkt und seinem conjungirten führende ^ fache 
Strahlen besitzt. Keine zwei Halbketten des Büschels haben aufser il^, A^^ 
. . ' A^ und jBj, B^^ • • • -ßn gemeinsame Punkte- Eine von ihnen enthält die 
ganze unendlich ferne Gerade; alle übrigen liegen ganz im Endlichen. 
Mit der Halbkette 3133 verändert auch die entsprechende il^Ag . . . A, , 
B^B^ . * • B^ sich stetig in ihrem Büschel. Die Tangenten in -41,^2' • • • ^» 
drehen sich dabei alle in einer, die in B^^B^^ • • • -ß» ^^^ ^^ der entge- 
gengesetzten Richtung. In den reell-projectivischen Büscheln entsprechen 
die imaginären Strahlen 

iljAjAgA, ... A^fL , B^\} , B^k} , ... JS,Ai,3tB,g5Bi 

einander. Beide Felder sind daher in den kleinsten Theilen wie die Fel- 
der zweier projectivischer Strahlbüschel bezogen. 

Enthält die Gruppe A^A^ ^ • . A^ einen ^fachen Punkt Z), so ist 
die Hauptinvolution, welche die Tangenten in diesem Punkte bilden, reell- 
projectivisch auf das Tangenten büschel in Sl so bezogen, dafs den 
pfachen imaginären Strahlen Z)A , Da^ die Strahlen SlB,5lB^ zugehören. 
Die Tangenten in D bewegen sich in gleicher Richtung mit denen in 

Aj+i' ^i>+29 • ' • ^nJ ^^ entgegengesetzter Richtung zu denen in JB^, -ßg» • • • -^n- 
Liegt D im Unendlichen, so geht jede Halbkette mit p Zweigen in's Un- 
endliche. Ihre ^ Halbasymptoten führen alle nach einem bestimmten 
Punkte E der Ebene und gehören einer Gruppe der Hauptinvolution jpter 
Ordnung um E an. Dieselbe ist auf das Büschel in 51 so bezogen, dafs 
den jpfachen Strahlen Ek und Ek^ die Strahlen 3lBi u^d SlB zugehören. 
Die Asymptoten bewegen sich daher in entgegengesetzter Richtung zu den 
Tangenten in A^^^^ • • • ^« ^^^ ^^ gleicher mit denen in jB^, B^^ - . • B^. 

§ 38. Nur eine der Ketten A^A^ . . . A^O B^B^ . . . B^, welche Sl 
und 33 beigeordneten Ketten 21 35 entsprechen, enthält die unendlich 
ferne Gerade. Jede andere besteht aus höchstens n verschiedenen , ganz 
im Endlichen gelegenen, geschlossenen Zügen, von denen nur in einem 
p fachen Punkte p zusammenfliefsen können. Mit der Kette A O 35 ändert 
sich auch die entsprechende A^A^ > . • A^O B^B^ - - - B^ stetig. Wenn jene 
sich um einen der Punkte 9t oder 35 zusammenzieht, schliefst diese sich 
mit n getrennten kleinen Zügen um die Punkte A^^A2^ . . . A^ resp. B^^B^y 
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. . . J5„ . Durch Angabe eines Punktes ist ein Individuum der A^A^. * . A^ 
und B^B^ . . . B^ beigeordneten Schaar bestimmt. 

Mit jeder Halbkette A-^A^ . . . A^ , B^B^ . * . B^ hat jede Kette 
A^A^ . . • A^ O B^B^ . . . B^ die Punkte einer Gruppe gemeinsam; sie ent- 
spricht dem einzigen Schnittpunkte der Curven 31 , 33 und Sl O 35 , denen 
jene zugehOren. Von einer nicht singulären Gruppe liegt auf jedem Zweige 
der Halbkette genau ein Punkt; in jedem schneiden die beiden Tangenten 
der Curven ein Paar des imaginären Grundpunktes A aus. Jede Curve 
A^A^ . . . A^O B^B^ • • • 5« trennt daher jeden Punkt der ersteren Gruppe 
von wenigstens einem der letzteren. 

§ 39. Liegen zwei gegebenen Gruppen 

A^A^ • • . ^, und B^B^ ' * B^ 

zwei andere 

A\A'^...Al und B[B'^...Bl 

in der Art genügend nahe, dals bei einem ^fachen Punkte p getrennte 
oder zum Theil zusammenfallende (des zweiten Involutionsfeldes) sich fin- 
den, so kann man irgend einer Gruppe C^C^ . . .C^ der ersten Involution 
eine solche C^ Cg . . • CJ der zweiten beliebig nähern, und wenn man die 
bisherigen Paare entsprechend setzt, auch jeder vierten Gruppe ihre zu- 
gehörige. 

Zusatz 1. Bei der Darstellung zweier solcher Involutionen mit 
demselben imaginären Centrum liegen nicht nur entsprechende Ketten, 
sondern auch in benachbarten Punkten derselben ihre Tangenten einander 
nahe, wenn man von den singulären Punkten des festen Feldes absieht. 

Zusatz 2. Zwei Ketten eines involutorischen Feldes, die zwei 
nicht singulare benachbarte Punkte desselben mit zwei Gruppen AyA^ 
. . . il^ und B^B^ . . , B^y verbinden, haben in jenen einander nahe lie- 
gende Tangenten. 

Anm. Im folgenden Abschnitte werden wir von vorne herein den 
Fall der Strahleninvolutionen mit imaginären Centren betrachten. 



rein geometrischen Theorie der algebraischen ebenen, Curven. 63 



Dritter Abschnitt. 

Erweisung der vorstehenden Satze durch Schlüsse von n auf n-+' 1. 

§§ 40—70. 

§ 40. Die Sätze des Absclinittes II sind im Abschnitt I fQr In- 
volutionen zweiter Ordnung (n = 2) vollständig bewiesen. § 32 ergiebt 
unter solchen Umständen eine Definition der Involution dritter Ordnung; 
die §§33 — 39 stellen Lehrsätze über sie auf. Sind dieselben erprobt, 
so kann man unmittelbar zu den Involutionen vierter Ordnung über- 
gehen. Wir wollen zeigen, dafs Definitionen und Lehrsätze fQr Involu- 
tionen n -{- 1 ter Ordnung vereinbar sind, wenn dies für alle Involutionen 
bis zur nten Ordnung hinauf der Fall ist. Die Glieder einer neuen Reihe 
mögen also aus den Coincidenzpunkten der projectivischen Involutionen 
desselben Trägers A 

l) A^. . . A^-m+l y ^1 • • • -ß«_„+i » ©162 ' • • ©n-m+l? • • • A 

^J '^n'-m+i " • • -^« + 1 > ^«-«i+S • • • • ^Ä + i 5 fö«-«+2 • • • ^n+i) • • • 

bestehen. Ein einzelnes Glied wird durch die Gruppe 6,-,„+a •• 6^4.1 
festgelegt, welche der festen Gruppe (§,[.., ^n^^+i ^^^ ersten Involution 
zugeordnet werden muis, damit es entstehe. Ein Punkt, der nicht beiden 
Gruppen il^ ilg • • • ^n+i "°^ B^B^ . . . ^«+1 gemeinsam ist, gehört nur 
einer Gruppe der Involution n + 1 ter Ordnung an. Denn er bestimmt, 
wenn er mit keinem der A^ oder B^ zusammenfällt, je eine neue Gruppe 
der beiden erzeugenden Involutionen. Da dieselben einander entsprechen 
müssen, so ist auch die projectivische Beziehung der beiden Reihen ge- 
geben, und damit auch die Gruppe 6„-m+2 • • • ®«+i' Fällt der Punkt 
aber etwa mit A^ zusammen, welche Stelle der Gruppe B nicht angehört, 
so bestimmt er nur das eine Glied A^A^».^ ^„»«+1 der ersten und ein von 
B^^^.^...B^.^ verschiedenes Glied der zweiten Involution. Die beiden 
letzteren und folglich (§ 16, Zusatz 1) alle Glieder der zweiten Involution 
werden somit A1A2 . . .A^_^_^,^ zugewiesen. Ebenfalls nach § 16 werden 
aber ebenso dem einen Gliede ü1^.^+, . • . A^^^ der zweiten Reihe alle 
Glieder, unter ihnen auch ®i®2 • • • ®«-m+i> ^^^ ersten Involution zu- 
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geordnet. Daraus folgt, dafs A^A^ ... A^^^ ein Glied der Involution 
ist und durch -A^-^+a • • • ^n+i charakterisirt wird. Aus denselben Grün- 
den ist B^B^ ' ' ' ^n+i ®^^® durch B^_^^^ . . . 5„+i charakterisirte Gruppe 
der Involution. 

§41. Die Involution n+lter Ordnung ergiebt sich auch aus 
den projectivischen Reihen: 

III) AiA2...4_ , B,B^...B,_^ , 2)i'2)2...$D:_... ä 

und zwar wird in beiden Fällen dasselbe Glied der Involution erhalten, 
wenn 

•^n-m+a* • --^n+i J -^n-m+a * • • -^« + 1 ^ ^n-m+a ' * ' ^« + 1 » ^«-m+a ' * * ^n + 1' " * " ^ 

gesetzt wird, die Gruppen mit gestrichenen Buchstaben aber so bestimmt 
werden, dafs irgend ein Element 31 ein Ooincidenzelement zweier Reihen- 
paare I, II und III, IV ist. 

Auf eine Anordnung I der Involution n — m + lter Ordnung des 
§ 40 haben wir, um alle Glieder der Involution n+lter Ordnung zu er- 
halten, alle zu ihr projectivischen Anordnungen 11 j, Ilg, II3 . . . II, der In- 
volution II zu beziehen, welche die Gruppen jB^.^^j ... B^^^ und A^_„^, 
...A^^j entsprechend gemein haben. Die Gruppen, welche in den ver- 
schiedenen Reihen II, je derselben Gruppe der Involution I angehören, 
bilden unter sich projectivische Reihen 11^, Ilg, II3 . . . , welche die Grup- 
pen 4««„+2 . . . il^^.! und -ß^^^+j . . . B^+i entsprechend gemein haben, und 
von denen die homologen Punkte den Reihen Ily angehören. Bezieht man 
nämlich die Involution projectivisch auf die Punkte einer Geraden, so ent- 
stehen aus den Anordnungen U^, Ilg, Hg . . . der Involution projectivische 
Punktreihen, welche zwei Punkte M und N entsprechend gemein haben. 
Die homologen Punkte derselben liegen nach § 19 projectivisch geordnet; 
ihnen entsprechen rückwärts die Reihen 11^ . Durch irgend ein Glied der 
Reihe 11^ ist eine Gruppe der Involution V n -+- 1 ter Ordnung eindeutig 
bestimmt. Denn bei der projectivischen Zuordnung zwischen I und II 
mufs es dem bestimmten Gliede g von I zugesellt werden, aus dem 11^ 
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entsprang. Daher werden ü^ , Ilg , II3 , . . . als charakteristische Reihen der 
Involution V bezeichnet. 

Wegen n + 1 > 2 ist bei passender Bezeichnung n — m wenigstens 
gleich 1. Die Gruppen der Involution I) oder ^1^2 • • • ^»-m+i 5 ^1^2 • • • 
^••-tn+i ^ — m + iter Ordnung sind nach § 32 der festen Anordnung III 
der Involution n — mter Ordnung 

A^A^ . . . A^__^ , -^1-^2 • • • ^«-m • • • 
mit sämmtlichen projectivischen Reihen 

7? A 

Ii , I2 , I3 . . . gemeinsam. Dabei sind A^__^_^^ , -ßn-«+i ganz beliebige Punkte 
ihrer Oruppen (§ 33). Die homologen Punkte aller Reihen I^ ergeben die 
charakteristischen Reihen 

T' T' T' 

welche alle die Punkte ^„_^+i und B^_^^^ entsprechend gemein haben, 
und deren homologe Punkte wieder in den Reihen I^ vereinigt liegen. 
Sie sind zu der gegebenen Anordnung I der Involution A^A^ . . . A^_^^^ , 
B^B^ . . . ^n-m+i ^^^ ^^^ auch zu den Reihen 

■lli5 Alg, II3, . . . 11^ 

projectivisch. Den Gruppen A^_^^^ . . . ^4^^^ und jB^_^+, . . . -ß^+j der letz- 
teren gehören in allen Feldern I^ die gemeinsamen Punkte B^_^^^ und 
>l^_^+i derselben zu. Denn die jenen entsprechenden Gruppen B^. . . 
-B«_^+i und A^. . . ^^_^+i werden in allen Feldern I^ durch diese cha- 
rakterisirt (§ 40). 

Um eine bestimmte Gruppe der Involution V (n -+- 1) ter Ordnung 
zu erhalten, mufs man die ihm entsprechende Reihe II 4. auswählen. 
Zwei beliebige Gruppen g^ und h^ der Involutionen HI und 11^ bestimmen 
einen zugehörigen Punkt, der nämlich in der Reihe I3 der Gruppe g^ 
entspricht, oder, was offenbar auf dasselbe hinauskommt, in der Reihe I^ 
der Gruppe ä^^^. Alle Punkte der gesuchten Gruppe G^ entsprechen den 
beiden Gruppen der Involutionen III und 11^, denen sie angehören. Um 
sie zu bestimmen, kann man also erst die Coincidenzgruppen zwischen 
11^ und I{,l2,l3, . . . aufsuchen und alsdann feststellen, wie oft eine solche 

Math, Abh. nicht zur Äkad, gehör. Gelehrter. 1887. L 9 
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Coincidenzgruppe mit der Gruppe g^^ g^', 5^3 •• • von III, der sie zugehört, 
einen Punkt gemein hat. Alle diese Punkte müssen, und keine anderen 
können den Reihen I und 11^. gemeinsam sein. Die Reihe 11^ hat aber mit 
Ij, 12,13 . . . die Gruppen der Involution IV oder B^_^^^ . . . -ß^+j, A^_^^^ . . . 
-^m-i gemeinsam, und zwar erhält man sie (§ 33) projectivisch mit den 
Reihen homologer Glieder 1^,12,13, . . . der F, also auch projectivisch zu 
der Reihe IE. Da dem Gliede A^A^ . > - ^«-m ^^^ letzteren für ^1^2 • • • 
-^n-m+i (§ 4^) jedes beliebige Element des Trägers zugehört, diesem Gliede 
von I aber B^_^^^ . . . B^^^ entspricht, so gehört in IV^ 5»-„+i ^«-m+a • • • 
^«+1 der Gruppe ^l^ . . . A^^^ und ebenso A^_^^^ 4-m+2 • • • ^«+1 d^^ 
Gruppe jBj .•. JB^_^ zu. Die Aufgabe, die Coincidenzpunkte der Rei- 
hen I und 11^ aufzusuchen, läfst sich mithin vollständig ersetzen durch 
die andere, die projectivischen Reihen 

ni) A^A^... 4_^ , B^B^... 5^.^, ... und 

TV ^ R RA A 

zur Coincidenz zu bringen. Wird nun die ursprüngliche Beziehung, also 
IIa, geändert, so werden einer festen Gruppe g„ der Involution III nach 
und nach die Ooincidenzgruppen ihrer Reihe I^ mit den Reihen U^ , 112 > 
II3, . . . zugeordnet. Daher ergeben sich die Gruppen von IV, welche g„ 
für die verschiedenen Glieder der Involution V (n + l)ter Ordnung zuge- 
ordnet werden, in einer zu den Feldern II{, 112,113, . . . projectivischen An- 
ordnung. Auch hier mufs man g„ die Gruppen A^_^^^ A^_^^^ . . . ^4^^^ be- 
ziehlich -ß^^^^ 5„_„+, . . . ^,+1 zuordnen, damit A^A^. , . -^,+1 ^^^ ^1-^2 
...J5^^j entstehen. Damit ist der aufgestellte Lehrsatz völlig bestätigt. 

§ 42. Man zerlege die beiden ausgezeichneten Gruppen irgendwie 
in je zwei Gruppen 

jCji' Ai A-i ... /*.£ /X' ... £Xi 

'1 *« 'J •n-r+l »n-r+a 'ii + l 

B^ B^ B^ . . . Bu Bx, . . . jd u 

ZU n — r H- 1 und rPunkten. Jeder Gruppe ordne man die kreuzweis 
stehende, einer dritten festen Gruppe 6162 • • • 61_r+i ^er ersteren In- 
volution aber nach und nach alle Gruppen (5,_^+2 • • • ^«+1 ^^^ letzteren 
zu. Die gemeinsamen Punkte je zweier so projectivisch bezogener Reihen 
bilden je eine Gruppe der Involution A^A2 > . . A^_^^ ^ B^B^ . .. B^^^. Die 
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Gruppen G^+^+j • • • ©n+i» ^^^ ^^^ verschiedenen Zerlegungen demselben 
Gliede der Involution (n + l)ter Ordnung zugehOren, sind homologe Glie- 
der projectivischer Reihen, in welchen die aus A^A^ . . • A^+j und B^B^ 
. . . B^^^ entnommenen Bestandtheile einander entsprechen. 

Der Beweis folgt aus der mehrmaligen Anwendung von § 41. 

§ 43. Es mögen jetzt Gruppen von n — i Elementen mit A y B'^C'\ 
51,23',®" U.S.W, bezeichnet werden, die Punkte ^xB^Cl' u. s. w. der 
Ebene aber nach wie vor einzelne Elemente des Trägers A anzeigen. 

Durch irgend ein Element Cg des Trägers ist eine Gruppe CC^C2 
von n 4- 1 Elementen der Involution n + lter Ordnung AA^A^^ BB^B^ 
bestimmt. Ist ©Cg ein Glied der Involution AA^^BB^^ ist B^ in dem 
Gliede S der Involution i4,® enthalten, ist endlich C^C^ ein Glied der In- 
volution A^A^ yB^B^j so sind CG-^ die Coincidenzpunkte der beiden Reihen: 

^1336... Ä B^C'^A^... 

Für viele Fälle reicht es aus, dafs CC^ ein Glied der Involution ©-ßg , 
AA^^ sowie der analogen (z.B. von (^A^^BB^ ist^®. 

Anm. Es wird vorausgesetzt, dafs AA^A^ und BB^B^ nicht 
zusammenfallen. 

Die Gruppe CC^ C^ besteht (§ 42) aus den Coincidenzpunkten der 
beiden Reihen: 

AA^ , föCg , BBy^ . . . A -ßg 5 ^2 » ^2 • • • » 1) 

und gehört daher (§ 40) der Involution 

AA,C, , (§.C,B, 2) 

an. Ihre Gruppen sind die Doppelpunkte der Reihen: 

.4 , (5 . . . Ä C^B^.C^A^... (§ 42). 3) 

Die letztere Involution zerfällt in das Element Cg und die Reihe Äg ? ^2 • • • » 
welche zu -4,6,... projectivisch ist (§§ 24 — 26). CC^ ist mithin die 
Coincidenzgruppe zweier Reihen 

il,©.. . Ä ^2 5^1 • •• ' ^) 

gehört der Involution A^j jföJSg an und besteht daher (§ 32) im Allge- 
meinen und höchstens aus n Punkten. Nach der Entwickelung von § 41 
finden wir zu irgend einer Gruppe g von A , (5 sein entsprechendes Glied 
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in 3), wenn wir die charakterisirende Reihe der Involution AAy^^C^^ 
welche g bei der Erzeugungsweise i4 , 6 . . . A C^g , ^i . . . zugehört, mit 
der projectivisch entsprechenden Reihe Äg , Cg . . . zur Goincidenz bringen. 
Der besonderen Gruppe 33 von A , 6 (welche B^ enthält) , müssen aber, 
damit AA^^^C^-^BBy entstehen, ^4^ , G^ und B^ zugeordnet werden; für 
die Erzeugung 3) von CG^C^ gehören ihr folglich die Doppelelemente 
G^C^ der Reihen 

A-t \Jn IJy • . • A -^2 2 2 • • • 

zu, welche ein Paar der Involution (§§ 24 — 26) i4j^2 ? ^1-^2 l>UdöDi- C^C^^ 
besteht, wie behauptet wurde, aus den Coincidenzp unkten der Reihen 

i4633... Ä B^A^Gi ... 

Im Allgemeinen gehört Cg der Gruppe GG^ nicht an, und es besteht die- 
selbe aus n von einander verschiedenen Punkten C^ , C3 , . • . G^^^ ; GGyG^ 
enthält dann n + l verschiedene Punkte C^ , Cg , C3 , . . . C^^^. Es kann 
aber auch GG^ bei Cg einen p^ — 1 fachen, bei G^ einen p^ fachen, bei C3 
einen jjß fachen, endlich bei C, einen p^ fachen Punkt haben, wo dann 

1^1 + P2 + i^3 + • • • -P/ = ^ + 1 
ist. Alsdann sagen wir, dafs die zu Cg gehörende Gruppe nur die / Punkte 
Cj , Cg , — C, enthält, die aber j^^fach, pg^^^^? • • • P^fach zählen. Vorläufig 
hängen die / Zahlen noch ab von der Art, wie wir die beiden ersten 
Gruppen eintheilten, davon, ob wir^l^l^^g ^^^^ ^^1^2 den Vorzug ein- 
räumten, endlich auch von dem Punkte, welchen wir von der unter- 
suchten Gruppe als ursprünglich gegeben betrachteten und mit Cg be- 
zeichneten. Es könnten an die Stelle von l>i 5 JP2 5 P3 5 * * - Pi ^^® Zahlen 
3i ' ?2 ' ?3 » • • • ?< treten, wenn wir innerhalb der angegebenen Grenzen 
eine Veränderung eintreten lassen. Die Punkte C^ , Cg , . . . C, selbst blei- 
ben aber nach § 42 ungeändert. Später wird sich indessen ergeben, dafs 
die einzelnen Zahlen p von der besonderen Erzeugung der Involution un- 
abhängig sind. Übrigens giebt es nur eine endliche Anzahl solcher sin- 
gulärer Involutionsgruppen. 

Unbestimmt kann die Gruppe GG^ dann allein werden, falls AA^A^ 
und BB^B^ nur verschiedene Anordnungen derselben Gruppe von n-+-l 
Punkten sind. Wenn die beiden etwa gemeinsame Gruppe nicht mehr 
als n — 2 Punkte enthält, so kann sie nach § 42 in il resp. B hinein- 
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genommen werden. A^ und A^ sind dann von B^ und B^ verschieden. 
Daher kann (S den Punkt A^ nicht enthalten, und es ist auch CG^ als 
Gruppe von ^B^^AA^ nicht unbestimmt. Ist aber AA^A^ und BB^B^ 
eine Gruppe nter Ordnung 2)!J)i gemeinsam, die durch zwei verschiedene 
Elemente A^ und B^ ergänzt wird, so ist die Gruppe CG^C^ den bei- 
den Reihen 

coincident und daher auch in diesem Falle völlig bestimmt (JDJDiCg). Sind 
aber AA^A^ und BB^B^ nur verschiedene Anordnungen derselben Gruppe, 
ist also etwa A mit B , A^ mit B^ , B^ mit A^ identisch, so hat man jeden 
einzelnen Punkt als der Beziehung 

genügend anzusehen. 

§44. Es seien AA^A^ ^BB^B^ und GG^G^ drei Gruppen der- 
selben Involution, deren Erzeugung auf die beiden ersteren sich stützt, 
und es sei D^ irgend ein anderer Punkt des Involutionsfeldes. Man müsse 
in den projecti vischen Reihen 

einer festen Gruppe die Punkte Yy und Z^ zuordnen, damit (SCg und C^, 
sowie ©-Dg und Z)2 einander entsprechen; man müsse ferner einer festen 
Gruppe von AA^^ GG^ die Elemente X^ und Z^ zuordnen, damit in den 
Reihen 

AA-j^ , \jKj-y • . • y\ L/q j -A-n . . . 

jBgßundjßg? oder ©'Dg und Dg einander entsprechen. Alsdann ist stets: 

^2 ^2 -^1^1 A ^43X302 ^3 . 
Die festen Gruppen können nach der Entwicklung des § 41 be- 
liebig ausgewählt werden; aus AA^ , BB^ nehmen wir 6C3. Wir müssen 
ihr die Punkte A^ uud B^ zuordnen, wenn AA^A^ und BB^B^ ent- 
stehen sollen, Yy fällt mit Cg zusammen. Z^ ergiebt sich aus der Be- 
ziehung 

AAy , BBy , 6Cg , ©Dg Ä ^2 , ^2 . ^1 . -Dg . 

Der eine Wurf ist also hier 

^2 ^2 ^2^1 • 






I 
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Die Involution AA^ ^(SCg entsteht aus der Beziehung 

^ , 6 . . . A ^2 » -^1 • • • 
Der dritten Gruppe 33, welche B^ enthält, müssen A^^B^^ Cg zugeordnet 
werden, damit sich die Gruppen AA^ , BB^ , (SCg ergeben. Es gehöre 
D^ der Gruppe 2)" der Involution i4 , 6 an, und es sei 

^3562)" Ä C^E^A^D^ . 
Nach § 33 ist dann 

AA^ , BB^ , 6C2 , 2)2)2 Ä 4, , 5i , C2 , £1 . 
Man hat daher Z^ aus 

A^B^C^E^ A 52^2^1 ^2 
zu bestimmen. 

Alsdann ist A^B^C^ Z^ der erste charakteristische Wurf, dessen 
Punkte also bei der von AA^A^ und BB^B^ ausgehenden Erzeugungs- 
weise AA<^^ j-ß^i • • - Ä ^2 jilg • • • ^®^ Gruppe ©Cg zugeordnet werden 
müssen, damit die zu A^ ^B^ ^C^ -^ D^ gehörenden Gruppen sich ergeben. 

Die zweite Erzeugungsweise ist: 

AA-^ , L/Oj^ • • • A ^2 ' 2 ■ • • 

Der dritten Gruppe B^(^ (§ ^3) der Involution AA^^CC^ müssen die 
Punkte ilgjjßg^ ^2 zugeordnet werden, wenn die drei ersten Gruppen der 
Involution (nH-l)ter Ordnung entstehen sollen. Die vierte Gruppe stellt 
sich ein, wenn man setzt: 

A4i , (552 , CCi , 2)'Z)2 Ä 02,^2,^2,1)2 . 

Die vier zu ^^2 ? "^2 ? ^2 ? -^2 gehörenden Gruppen der zweiten Erzeu- 
gungsweise sind also projectivisch zu A^B^C^Z^^ so dafs X^ mit B^ 
zusammenfällt. Nach unserer Behauptung mufs 

A^B^C^Z^ A i42^2^2^2 

sein, also Z^ mit Z^ Übereinstimmen. Die Involution AA^ ,6^2 , CC^^ 
2)'i)2 enthält die Goincidenzgruppen der Reihen: 

j4 , ® . • . A B^ , A^ . . . 

Der dritten Gruppe 33 von ^4,6, die B^ enthält, müssen die Punkte A^ 
oder jBg entsprechen, wenn die Gruppen AA^ oder 6^2 entstehen sollen, 
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für CCi mufB ihr der Punkt C^ zugeordnet werden, der mit C^ ein Paar 
der Involution A^A2 ,B^B2 bildet (§ 43), so dafs 

ist. Endlich werde noch gesetzt: 

ilSeS)" Ä B^F.A^D^ A C^E^A^D^ , 
so ist nach § 33 

und ^ 

Die Behauptung ist also an die nachstehende Folge projectivischer Be- 
ziehungen geknüpft: 

il 33 (5 2>" Ä G^E^A^D^ 

C^E.A.D^ A 52^1^1^07" 
A^B^C^E^ A ^2^2^i^2 

C[A^B^C2 A C^i^2^2^2 
-^1^2^1-'^l A C?2^2^2^2 
^2 ^2 ^2^1 A il2^2^2^2 ' 

§ 45. Fortsetzung. Die Gruppen A und J5 gewinnen nur durch 
die erste Reihe Einflufs. Nachdem E^^ durch den Wurf AB^^" aus 
CgjAj und Dg bestimmt worden ist, erfolgt Alles lediglich durch Combina- 

tion des neu gewonnenen Punktes mit ^^ , JS^ , ilg , ^2 ? ^2 ^^^ ^2- ^^ 
System der Relationen bleibt also richtig oder falsch, wenn die Invo- 
lution i4S562)" zu sich selbst projectivisch geändert wird. Ist A'Sd^QJ^'" 
A i43362)" ein Wurf einer anderen Involution von nicht höherer als der 
n — iten Ordnung, enthalten 35' und 2)'" die Elemente B^ und Dg, und 
ist B'B^ ein Glied der Involution AA^^ ^(SfC^^ so knüpft sich der ent- 
sprechende Satz fQr die Involution A'A^A2 ,B'B^B2 an ganz dieselben 
Beziehungen. 

Wir ersetzen nun il33(53)" durch den projectivischen Punktwurf 

B^Bi^qD^ und erhalten demgemäfs, falls ^q^'^i ^^ der Involution ^g^i» 
(5qC2 liegt, die Involution dritter Ordnung 

B^A^A^ , B^By^B^ . 
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Auch alle anderen Glieder derselben, z. B. G^B^C^ und D^B^D^^ enthal- 
ten den Punkt B^, Ein charakteristischer Wurf der vier zxi A^^B^^C^^D^ 
gehörenden Gruppen bleibt aber (§ 43) sich selbst projectivisch, wenn man 
eine neue Entstehungsweise der Involution auf dieselben beiden Gruppen, 
stützt, wie die ältere. Die beiden Würfe können daher aus den beiden 
Erzeugungsweisen 

und 

entnommen werden. Also hat man es mit zwei charakteristischen Würfen 
der Involution 

zu thun, deren einer den Paaren A^A^ und BqB^^ deren anderer den 
Paaren -41^42 ^^^ ^0^2 ziigehört. Beide sind, wie wir auf ganz an- 
derem Wege in den §§ 24 — 26 gesehen haben, unter einander pro- 
jectivisch. Für diese besondere Involution ist mithin der Satz richtig. 
Selbst in diesem Falle aber zieht er die Folge projectivischer Beziehungen 
nach sich. 

Zuerst entstehen die Gruppen aus 

B2 Ai , BqB^ . • . A ^2 » -^2 • • ' ' 
und setzt man 

^2^1 ' ^0^1 > ®o^2 » ^0^2 A ^2 , Aj » ^1 » ^2 » 

so ist -42^2 ^2^1 ^®^ ^^s*"^ Wurf. Die Involution B^A^ , 60^2 enthalt die 
Coincidenzpaare aller Reihenpaare 

-^2 ' ®o • • • A (^2 9 ^1 ' • • 5 
aus 

B^B,%D, Ä C^E.A.D^ 

folgt dann: 

Die zweite Erzeugungs weise ist hier: 

Dem Paare ©0^2 D^üssen, damit £2^1-^2 ^^^ GqC^B^ sich ergeben, Aj ^^^p. 
C2 zugeordnet werden. BqB^B^ entsteht, wenn ihm B^ zugeordnet wird; 
denn die Doppelpunkte der beiden Reihen 

A^^^qCq . . . A g^b^a^ , . . 
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bilden ein Paar beider Involutionen 

sie fallen also mit ^o^^i zusammen. Ist noch 

60 ist A2B2C2Z2 der zweite Wurf. Die Paare der Involution B2A^ , ^2®o 
entstehen aus den Reihen ^ 

-^2 ' ^0 ' • • A -^2 5 -Aj . . . 

Dem Punkte 5^ der ersteren Reihe müssen wir jBg , il^ , C/ zuordnen^ um 
-^2^0 » ^2^1 >^2^o ^^ erhalten. Letzteres ergiebt sich hier als specieller 
Fall des in § 43 Bewiesenen. Setzt man endlich 

B2B,%D2 Ä B2F,A,D2 A Cg^i^^Dg , 
so folgt: 

^2-^1 »^2®0» ^20)1 ^2^2 A A^^B2^Cl^F^ . 

Daher gilt hier folgende Gruppe von projectivischen Beziehungen: 

B2B,%D2 Ä C2E,A^D2 
C2E,A,D2 A B2F,A,D2 

^iß^CgJ^i A jB2^2'^1^2 

^1^1^1^2 A C?i 52^2^2 

-^1^2 ^1^1 A C2^2^2^2 

^2^2^2^1 A ^2^2^2^2 

Dieselben sind ihrer zweiten Herkunft nach alle erfüllt. Da aber 

ist, so ist ^3^ dasselbe Element in beiden Reihen (§§ 44 und 45), und es 
gelten daher auch die ersteren Beziehungen. Diese ihrerseits beweisen 
den Lehrsatz des § 44. 

§ 46. Ist CC1C2 eine dritte Gruppe der Involution AA^A2 » ^^1-^2» 
so kann man jedes andere Glied derselben als Coincidenzgruppe der Reihen 

AA^ 9 -t>i>i j • • • A -^2 7 A2 5 • • • 
und 

A A^ , C/j , . . . A ^2 » ^2 » • • • 

erhalten , wenn es aus n-+-l verschiedenen Punkten des Involutionsfeldes 

MatJi. Äbh, nicht zur Äkad, gehör. Gelehrter. 1887. L 10 
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besteht. Auch die singulären Gruppen ergeben sich in beiden Fällen 
übereinstimmend, wenn irgend zwei Gruppen D-^D^. , .D^^^ und E^E^ 
. . . E^^^ der Involution aus n H- 1 verschiedenen Punkten bestehen. Die 
Elemente, welche zwei festen Gliedern von AA^ , BB^ und AA^^ , CC^ zu- 
geordnet werden müssen, damit dieselbe Gruppe der Involution AA^A^j 
BB^B^ entsteht, sind homologe Glieder projectivischer Reihen. 

CC^C^ und BByB^ mögen resp. aus den Beziehungen entstehen 

AA^ , BB^ , (S'e; . . . Ä ^2 , ^2 » ®2 • • • 
AA^ , S'aSi ,CC^... Ä Cg , 352» ^ • • • 



Ist nun 



so ergeben 



und 



^£2^22)2 A A^^^c^^;^ , 



AA^ , BB^ , 662 ... A ^2 5 ^2 » ®2 • • 
AA^ , 23S3i , CCi . . . Ä C2 , 2)2 , ^2 • • 



entweder dieselben Coincidenzpunkte , oder beide haben überhaupt keine 
solchen (§ 45). Jede reguläre Gruppe von n -+- 1 Elementen der Involution 
AA^A2jBB^B2 ist daher auch eine Gruppe von AA^A^^CG^C^^ Die 
Punkte einer singulären Gruppe der ersteren Involution gehören alle auch 
einer Gruppe der zweiten Involution an, möglicherweise aber mit einer 
anderen Disposition über die vielfachen Elemente. Es sei FF^F^ die zu 
F^ gehörende singulare Gruppe, die aus AA^A^ und BB^B^ entsteht. 
Die Involution kann dann auch von AA^A^ und FF^F^ aus entstehen, 
und, wenn EE^E^ eine Gruppe von n H- 1 verschiedenen Punkten ist, 
von dieser und von FFy F^ aus. Dabei ergiebt sich sicher die aus n -+- 1 
verschiedenen Elementen bestehende Gruppe DD^D^. Ist daher D^^ eine 
Gruppe der Involution EE^^FF^, so gehören EE^^DD^ und F^^ zu 
einer Involution. Dadurch ist zunächst % unzweideutig bestimmt, und 
darnach jP-f\, da man dieser einen Bestimmung noch eine zweite von 
EE^ ausgehende an die Seite stellen kann. Ganz denselben Bedingungen 
genügt aber auch die Gruppe i^'jP/, die man als Ergänzung zu F^ von 
den beiden Gruppen AA^A^ und CCyC^ aus erhält; beide sind daher 
mit einander identisch. Es könnte ferner den einzelnen Punkten von FF^F^ 
eine verschiedene Werthigkeit zukommen, je nachdem der eine oder andere 
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ihrer Punkte ursprünglich gegeben ist. Wenn nun F^ gegeben und als- 
dann FF^ ermittelt war, so ist DD^D^ die Goincidenzgruppe der Reihen 

wo S' neben D^ noch n — 2 andere Punkte 2)3 , 2)4 , . • • 2)> enthalt. Da 
aber dann DD^ der Involution E%^^F^F^ 2)3 2)4 . . . SD^ angehört, so ist 
zuerst die Gruppe % \ und dann F in einer Weise bestimmt, welche davon 
unabhängig ist, ob ursprünglich F^ oder F2 gegeben war. 

§ 47. Sind C^C^. . . C^^^ und D^D^ . . > ^n+i irgend zwei Gruppen 

der Involution -4^-42^3 • • • ^»+1 9 ^i^2^3 • • • ^n+i ^^* wenigstens zwei re- 
gulären Gruppen, so können alle ihre Glieder auch als Coincidenzgruppen 
der projecti vischen Reihen 

aufgefafst werden. Die einzelne Gruppe der Involution (nH-l)ter Ord- 
nung kann durch die bestimmte Gruppe ©«-r+a • • • ^»+1 charakterisirt 
werden, die man einer fest ausgewählten Gruppe der ersteren Involution 
zuordnen mufs, damit sie als Goincidenzgruppe entstehe. Zwei Gruppen, 
welche bei zwei verschiedenen Erzeugungsweisen dieselbe Gruppe charak- 
terisiren, sind entsprechende Elemente projectivischer Gebilde. Wir be- 
zeichnen eine gegebene Anordnung von Gruppen einer Involution (w-f-l)ter 
Ordnung als projectivisch mit allen denjenigen unter sich projectivischen 
Involutionen, welche diese Anordnung charakterisiren. 

Zusatz 1. Die Involution ist durch zwei ihrer Glieder bestimmt. 

Zusatz 2. Ist ein Element zwei Gruppen gemeinsam, so ist es 
allen Gruppen gemeinsam. 

Zusatz 3. Gehört eine Gruppe G von nH- 1 Punkten gleichzeitig 
den Involutionen 

an, sind U^Ü^U^ . - ^ Glieder einer Involution (n — r)ter Ordnung, V^^V^y 
Fg. . . Glieder einer Involution rter Ordnung, so ist 

t/j 1/2 c/3 . . . C/^ . • • A ''^1 ^^^2 3 '••*••• • > 

und G die Goincidenzgruppe dieser Reihen. 

10» 
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Der Lehrsatz selbst, wie auch Zusatz 1, folgt aus § 46 und § 42, 
der Zusatz 2 aus § 33, 2, wenn man das gemeinsame Element in die Grup- 
pen Ci . . . C^_^+i und D^D^ . * • -D^-r+i aufnimmt. 

Gehört fQr den Zusatz 3 irgend ein Element P von G den Grup- 
pen ü und V der Involutionen an, so ist G die Coineidenzgruppe der 
Reihen 

uu^ü^... aVV^v^... ; ... i üu^u^ ... A vv^r^ ... 

Daher mufs 

sein; im anderen Falle würden die verschiedenen Reihenpaare verschiedene 
Gruppen der Involution ÜV^yVU^ ergeben. 

Hiermit ist § 33 mit allen seinen Zusätzen von n auf n H- 1 
übertragen. 



§§ 48 — 56. Von den singulären Gruppen der Involutionen 

n-^\ter Ordnung. 



§ 48. Neben zwei (n H- l) fachen Elementen kann eine Involution 
(n -I- l)ter Ordnung nur noch reguläre Gruppen enthalten. Sind aD^ und 
ADg die (n H- l) fachen* Strahlen einer Strahleninvolution mit imaginärem 
unendlich fernen Centrum A, so liegen die n H- 1 reellen Punkte je einer 
Gruppe auf je einer D^ und Dg beigeordneten Kette der Punktebene A, aus- 
geschnitten durch n-f- 1 von einander verschiedene Halbketten Dy^D^ der- 
selben. Je zwei verschiedene Sätze von n + l Halbketten trennen einander. 
Irgend n-f- 1 zusammengehörige Halbtangenten schliefsen sich mit einem an- 
deren derartigen Satze zu einer reellen Gruppe der Involution mit den (n-f-l) 
fachen Strahlen D^k und Z)jAi zusammen. Das Punktfeld eines projectivischen 
StrahlbOschels kE ^kE^ ist stetig auf das Involutionsfeld so bezogen, dafs 
Halbketten E^^E^ und Gruppen von n + l Halbketten D^^D^j sowie E^^E^ 
und Dy , Dg beigeordnete Ketten einander entsprechen. In den reell-pro- 
jectivischen TangentenbOscheln in E^^E^ und D^^D^ entsprechen die Strah- 
len und Strahlengruppen E^A, E^A^ , (D^A)""^^ , (DgA^)""^* einander. Die 
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Tangenten in Dj und E^ bewegen sich in einer, diejenigen in Dg und 
jBg in der entgegengesetzten Richtung. 

Da der Satz für n = o und n = 1 (§§ 27 — 30) richtig ist, so braucht 
nur noch von n auf n -f- 1 geschlossen werden. Irgend eine der betrach- 
teten Involutionsgruppen ist den projecti vischen Feldern 

gemeinsam. Jeder D^ und Dg beigeordneten Kette des Involutionsfeldes 
entspricht eine Dg und Dj beigeordnete Kette im Punktfelde. Mit dem 
Übergange der ersten von D^ nach Dg ist der umgekehrte bei der zwei- 
ten Eeihe verknüpft. Beide begegnen einander daher einmal, und auf 
dieser Kette liegt die untersuchte Gruppe. 

Andererseits entspricht je einer Gruppe von n Halbketten Dy^D^ 
eine Halbkette Dg , D^. Schreiten die n Halbtangenten in D^ in einer Rich- 
tung fort, so mufs die Tangente in Dg der entsprechenden Halbkette in 
derselben, diejenige in D^ also in der entgegengesetzten Richtung sich 
bewegen. Während diese eine volle Umdrehung macht, beschreibt jede 
einzelne jener Halbtangenten in der entgegengesetzten Richtung einen der 
Winkel zwischen zwei auf einander folgenden Halbstrahlen der Anfangs- 
gruppe. Man erhält daher w + 1 beiden entsprechend gemeinsame Halb- 
strahlen. Von ihnen liegen zwei in demjenigen der bezeichneten n Win- 
kel, in welchem der der Anfangsgruppe entsprechende Halbstrahl liegt, 
und je einer befindet sich in jedem der n — 1 übrigen Winkel. Bei der 
Beziehung, aus welcher die n+l Halbstrahlen entstehen, werden den 
Gruppen (D^A)" und (D^h^y die Strahlen D^A^ und D^A zugeordnet. 
Die n H- 1 gefundenen Halbstrahlen bilden daher Theile einer Gruppe der 
Involution mit den (nH- l) fachen Strahlen (D^A)":*-! und (DjAi)"-^* (§40). 

Will man eine zweite Gruppe betrachten, so kann man das In- 
volutionsfeld festhalten, das Punktfeld aber so verschieben, dafs Dg und 
Dj fest bleiben. Diese Verschiebung soll sehr gering sein, so dafs die 
Halbtangenten aller Halbketten in Dj in derselben Richtung um einen 
kleinen Winkel gedreht werden. An die Stelle einer gemeinsamen treten 
zwei einander nahe gelegene und zugeordnete Halbketten. Zwischen bei- 
den liegt eine den neuen Gebilden gemeinsame Halbkette, die also in 
demselben Sinne verschoben ist, wie alle Halbketten D^ , Dg. Die Invo- 
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lution (nH- l)ter Ordnung ist aber, wie zu dem StrahlbQschel A j?^ , ^£27 
so zu allen Strahlbüscheln kD^ , ADg projectivisch, welche festen Strahlen- 
gruppen der Involution nter Ordnung (aZ)^)" , (A i)^)" zugeordnet werden 
müssen, damit sie entsteht. Da hierbei E^k und Z)^A, sowie ^^A^ und 
2)jAi in den Tangentenbüscheln an E^ und Dy einander entsprechen, so 
gehören den Strahlen E^k und E^k^ die Gruppen (ßiA)-"^ und (D^k'^y^^ 
zu. Ferner bewegen sich die n -+- 1 Halbtangenten in D^ auch in dem- 
selben Sinne, wie diejenige in E^. Für zwei entgegengesetzte Halbketten 
Ey , E^ werden jeder Halbkette D\ , D\ zwei entgegengesetzte Halbket- 
ten Z)i,Z)2 zugeordnet. Beide Halbketten /);■*"% Dg^^ schliefsen sich da- 
her in Dy imd D^ je derselben Strahlengruppe an. 

Aus einer analogen Betrachtung folgt leicht, dafs den E^ und E^ 
beigeordneten Ketten D^ und Dg beigeordnete entsprechen, die sich mit 
jenen stetig verschieben. 

§ 49. Die Elemente, welche den Reihen 
1) AAyA^,BByB^,CGyC^... Ä 2) B'B[B'^,A!AyA^,GC[C^ ... 
gemeinsam sind, bilden auch eine Coincidenzgruppe zweier Reihen 

3) AAyA^ , BByB^ ...A4) B'B[B'^ , A'A^A^ . . . 

Die Glieder der Involution AA^A^ , BB^B^ entstehen, wenn man auf 
eine feste Anordnung I der Involution AA^ , BB^ . . . unendlich viele zu ihr 
und daher unter sich projectivische Anordnungen I^, Ig, I3, I4 - . . des ein- 
förmigen Gebildes jB2,-42 ••• bezieht. Gleichstellige Glieder fassen sich 
zu Reihen I^, Ig, I3, I4 . . . zusammen, die alle die Gruppen A^ und B2 
entsprechend gemeinsam haben und zu der gegebenen Anordnung AA^A^ , 
BByB^ . . . projectivisch sind. Jeder Gruppe G^ von AA^ , BB^ gehört 
eine solche Reihe zu. Entsprechend entstehen die Gruppen der Involution 
AAyA^^B^B'yE^'i indem man auf eine fest gegebene Anordnung 11 der 
Involution B*B[^AAy... die zu ihr und daher unter sich projectivischen 
Anordnungen 11^^, Hg, II3, H^ . . . bezieht, die alle A^ und B^ als B^B[ und 
il'il'i entsprechende Gruppen mit einander gemein haben. Gleichstellige 
Elemente der Reihen II schliefsen sich zu Reihen \l[ , Hg , II3 ... zu- 
sammen, die alle zu der gegebenen Anordnung der Involution B^B^^B^y 
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AA'^A^ . . . projectivisch sind und als diesen Gruppen entsprechend B'^ 
und A'2 mit einander gemein haben. Dem Paare G„ und Hß der Invo- 
lutionen I und II kann man jedes Paar entsprechender Elemente der 
Reihen V„ und Wß zuordnen. Jeder gemeinsame Punkt der beiden pro- 
jectivischen Involutionen (n + l) ter Ordnung ist vier entsprechenden Ge- 
bilden gemeinsam. Es genügt daher, der Zusammenstellung G„ , Hß das 
T„ und n^ gemeinsame Paar der Involution ^2^25 ^2^2 zuzuordnen. 
Elemente, welche drei Gebilden gemeinsam sind, die so zusammengehören, 
genügen der gestellten Aufgabe. Hält man G„ und damit l'„ fest, läfst 
aber Hß die Reihe H^Ht^H^ . . . durchlaufen, so treten IIp Hg, Hg . . . an 
die Stelle von 11^. Da nun einem festen Elemente von T^ die Elemente einer 
zu H^H^H^. . . oder 11 projectivischen Reihe 11^ nach und nach zugeordnet 
werden, so ergeben sich nun die Paare der Involution ^2^2 ^"^2 ^2 ^ 
einer zu 11 projectivischen Anordnung III„. Den Gruppen A*A\ und B*B[ 
von II gehören dabei, wie G„ auch gewählt ist, die Gruppen B^B'^ und 
A^A^ von III„ zu. Dem Elemente A* A\ nämlich wird jedes beliebige 
Element zugeordnet, wenn A A'^A'^ entstehen soll. Das ihm zugehörige 
Glied jßjßjjßg der ersten Involution (nH- l)ter Ordnung wird aber in der 
Reihe I|, durch B^ charakterisirt. B^ ist daher ein Theil des A A\ zu- 
gehörenden Paares. Da A A\ für jede von A A\A^ verschiedene Gruppe 
der zweiten Involution (nH-i)ter Ordnung B*^ zugehört, und diesem Punkte 
des Feldes also jede Gruppe von I^ entspricht, so ist B^ der andere Theil 
des AA^ fQr jede Gruppe G^ zugehörigen Paares B^B'^* Die verschie- 
denen Reihen III^ haben daher alle 52^2 und ^2^2 ^^ AA^ und jB'-Bi 
entsprechende Paare gemein. Da nun Ähnliches auch gilt, wenn man 
ein Element Hß von II fixirt, so ist folgende Beziehung erfüllt: Irgend 
zwei Gruppen der Involutionen 

I) AA^ ,BB^... II) AA[ , B'B[ . . . 

entspricht ein bestimmtes Paar der Involution 

111) -02^2 ' A2A2 . • • ; 

dasselbe beschreibt, wenn die eine Gruppe festgehalten wird, eine mit der 
anderen projectivische Reihe. 

Die gesuchten Punkte gehören drei zusammengehörigen Gebilden 
gleichzeitig an. Die ganze Betrachtung kann, nachdem die symmetrisch 
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auftretenden Gröfsen A^^^A'^ vertauscht sind, rückwärts gemacht werden; 
sie zeigt dann, dafs die gesuchten Punkte auch einem Reihenpaare 

AA^A^ , BB^B^ ... A B'B^B'^ , A'A[A^ . . . 

gemeinsam sind. 

§ 50. Zwei projectivische Involutionen (n+l) ter Ordnung dessel- 
ben Trägers haben höchstens 2 (n -+- 1) Elemente mit einander entsprechend 
gemein. 

Im Allgemeinen hat man fQr die beiden Involutionen die Erzeu- 
gungsweisen 

1) LL^,MM^,n'% ... A M^,L^,3t^... 
und 

2) PPi,QQi,8fl'9i;... Ä Q2,P2>9i2••• 
zu wählen, die nicht von Paaren entsprechender Gruppen ausgehen; Slg 
und Jftg durchlaufen die projectivischen Reihen 

%%^'^^;'... Ä 3*2 9*2 9*2 9*2'--- . 
in denen im Allgemeinen den Elementen L^^^M^ nicht f^t^ entsprechen. 
Jeder Gruppe der ersten Involution gehört eine Erzeugungsweise 1, folg- 
lich ein Punktepaar 91^^^ und ^^ zu. Es ist aber nicht ausgemacht, ob 
den Reihen 2) 

die wir so erhalten, eine Gruppe der zweiten Involution gemeinsam ist. 
Jeder Goincidenzpunkt der beiden Involutionen bedingt aber zwei wirk- 
liche entsprechende Gruppen (§ 43). Haben beide Reihen weniger als 
zwei Paare entsprechender wirklicher Gruppen, so ist der Satz selbstver- 
ständlich. Giebt es zwei Gruppen AAyA^ und BB^B^^ denen wirkliche 
Gruppen A AyA^ und B^B^B^ der zweiten Involution entsprechen, so kön- 
nen die Erzeugungsweisen des § 49 benutzt werden. Ist das Element C^ 
zwei entsprechenden Gruppen CC^C^ und C'CIC^ gemeinsam, so ist 

AAyA^,BByB^,GCyC^,... Ä AA[A^,B'B[B'^,C'CiC^,... ; 

also gehören (§ 49) die gesuchten Punkte auch einem Reihenpaar 

AAyC^ , CC1C2 . . . Ä AA[A^ , C'C[A^ 

gleichzeitig an. Neben Cg kommen noch die etwa vorhandenen Goinci- 
denzpunkte der Reihen 
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AA^ ,GC^... Ä A'A[A'^ , C'CIA^ . . • 

in Betracht. Ist ein weiterer Doppelpunkt vorhanden, so sind die übri- 
gen zwei projecti vischen Involutionen nter Ordnung entsprechend gemein. 
So weiter schliefsend, gelangt man zu dem Lehrsatze. 

§ 51. In zwei projectivisch bezogenen einförmigen Gebilden ent- 
spricht jeder Involution AA^A^^BB^B^ (n-Hl)ter Ordnung eine zu ihr 
projectivische aa^a^^bb-J)^ gleicher Ordnung ^^. 

Die gegebene Involution entsteht aus den projecti vischen Reihen 

AA^ , BB^ , 6'@x • • • A -^2 > ^2 5 ®2 • • • > 
wo nur ©2 beweglich ist, und zu ihm die Gruppe der Involution sich 
projectivisch ändert. Die entsprechende Involution entsteht aus den bei- 
den Gebilden 

aa-y , 66]^ , c'cj . . • A ^2 ? ^2 ' ^ * * * * 

Wird nun vorausgesetzt, dafs aus der Involution AA^ , BB^ , ©'®i 
die projectivische aa^^ , 66^ , c'c^ entsteht, so folgt dasselbe nach der im 
§ 47 acceptirten Definition auch für die Involutionen (n -+- 1) ter Ordnung 
weil C2 und (S2 zu einander sich projectivisch bewegen. 

Anm. Da somit jede gerade Involution von allen Punkten aus 
durch eine projectivische Strahleninvolution projicirt, jede Strahleninvolu- 
tion durch jede Gerade in einer Punktinvolution geschnitten wird, so ge- 
genOgt es wirklich, den einen Fall des Strahlbüschels mit imaginftrem 
Gentrum A zu behandeln. 

§ 52. In einem aus zwei verschiedenen Gruppen AA^A^ und BB^B^ 
entstehenden Involutionsfeld bestimmt irgend ein genügend nahe bei A^ ge- 
legener Punkt Cg eine Gruppe CC^C^ von n-f-l verschiedenen Punkten, 
von denen je einer bei einem einfachen und j? verschiedene bei einem 
p fachen Punkte der Gruppe AA^^A^ liegen. Daher giebt es in jeder In- 
volution Gruppen aus n H- 1 von einander verschiedenen Punkten. 

Wenn (SCg der Involution AA^^BB^ angehört, so ist CCj (§ 43) 
ein Glied von ^B^^AAy Da 6 bei A (§ 36 a), B^ aber von allen Punkten A 
und Ay getrennt liegt, so müssen (§ 36b) auch von CCi sich n — 1 Punkte 
der Gruppe A nähern. A^ ist aber in AA^ beliebig; es liegen somit bei 
allen Punkten von AA^A^^ und nur bei diesen, Punkte von CC^C^. 

Math, Abh, nicht zur Akad. gehör. Gelehrter, 1887, I, 11 
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Ist nun irgend ein einfacher Punkt, sagen wir A^, in A A^ A^ ent- 
halten, so möge 6'Ci zu AA^^BB^^ und folglich GG^ zu AA^^(§,^B^ 
gehören. 6' nähert sich, wenn Cg an A^ heranrückt, der Gruppe 2), 
welche mit Ay ein Glied von AA^^BB^ bildet, und deren Punkte daher 
von AA^ endlich entfernt liegen. Da folglich AA^^(^^By eine Involution 
mit zwei getrennten Gruppen ist, so enthält sie (§ 36 a) in der Nähe von 
AA^ nur reguläre Gruppen, von denen ^verschiedene Punkte bei einem 
|) fachen von AA^ liegen. 

Enthält AA^A^ zwar verschiedene Punkte, die aber alle mehrfach 
zählen, so sei ^4^ ein jpfacher Punkt, und (A)""*' die Gruppe der übrigen. 
BB^B^ zerlege man in zwei Gruppen (ßy und (£)"-'. Sind dann 
Gl (©)"■"' und Ci((5)"-^-^ Gruppen von A{,{By und (A)"-%(fi)-', so 
gehört CCg als Glied zu der Involution (A)-^(6)'-S(£)^((5)-~'-^ Bei 
genügender Annäherung von G^ an A^ nähern sich A^'^((Sf~^ und 
(g)«-P-i(5)P den Gruppen (4)"-^^f-S (^'(35)*"'^"S wo ili(2))"-'^-^ der 
Involution (4)""'', (ß)""^ angehört. Da nun (35)""^"^ sicher keinen Punkt 
von {Ay^ und nur ausnahmsweise A^ enthalten kann, so geht die Invo- 
lution, zu der GG^ gehört, an der Grenze in eine solche mit zwei endlich 
von einander entfernten Gruppen über. Daher mufs (§ 36 a) GG^ aus n von 
einander verschiedenen Punkten bestehen, von denen p — 1 bei ^4^ liegen. 

Ist AA^Ac^ ein (nH-l)facher Punkt, so besteht (§ 48) höchstens 
noch eine Gruppe nur aus einem (n + 1) fachen Punkte. Daher mufs es 
Gruppen geben, die (wenigstens zwei) verschiedene Punkte bei A^^ sonst 
aber überhaupt keine Punkte besitzen. Dafs sie in Wahrheit n -f- 1 ver- 
schiedene Punkte bei A^ haben, soll später gezeigt werden. 

Durch die vorstehenden Überlegungen ist dargethan, dafs es in 
jeder beliebigen Involution unendlich viele reguläre Gruppen giebt. 

§53. Höchstens 2 n Gruppen einer Strahleninvolution (nH-l)ter 
Ordnung gehören Strahlenpaare an, welche in zwei projectivischen Strahl- 
büscheln desselben Trägers, ohne zusammeuzufallen, einander zugehören. 
In einer Involution giebt es n bestimmte derartige Paare, wenn sie einen 
(n -f- 1) fachen Strahl als Gruppe hat, der mit einem Doppelstrahl der bei- 
den Büschel zusammenfällt. 

Wir betrachten, das Gentrum wieder imaginär vorausgesetzt, statt 
der Involution und der beiden Strahlbüschel das Involutionsfeld und die 
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Punktfelder. Es seien D^,D^ die Doppelpunkte, A^ und A'^^ entsprechende 
Punkte, B und B' entsprechende Gruppen derselben. Aus der Involution 
AA^A^^BB^B^ (7i-+-l)ter Ordnung entsteht die projectivische A'A\A!2, 
B'B[B2 (§ 51), die aufser D^ und D^^ welche nothwendig entsprechen- 
den Gruppen gemeinsam sind, noch höchstens 2nCoincidenzpunkte haben 
(§ 50). Diese letzteren, und keine anderen gehören mit ihren entsprechen- 
den des ersten Feldes paarweise derselben Involutionsgruppe an. Enthält 
die Involution hei D^ einen (n + l) fachen Punkt Z)J'*'\ so sind alle 2n-h2 
Punkte den Reihen 

gemeinsam, aber auch (§ 49) den Reihen 

oder, wenn man links einmal von D^ absieht, den Reihen 

Durch wiederholte Anwendung des § 49 ergiebt sich, dafs die Punkte 
aufserhalb D^ den Reihen 

A A^ ^ AA^ ^ , . . A A^y A^ , ' ' • 
gleichzeitig angehören. Unter ihnen findet sich aber noch D^, und der 
Aufgabe genügen daher nur die bestimmten n Punkte der Ebene, welche 
D2 zu einer Gruppe der Involution AA^A^^A'A^A^ ergänzen. Wir nen- 
nen diese Punkte Z^ , Zg, . . . Z^, ihre Gruppe ZZy 

§ 54. In einem Involutionsfelde (n + l)ter Ordnung mit einem 
(n+l) fachen Punkte giebt es im Allgemeinen und höchstens n verschie- 
dene Punkte, in deren beliebiger Nähe zwei derselben Gruppe angehö- 
rige Punkte liegen. 

Es sei B^B[ ein solches Paar und 

D.A.B.D^ Ä D,A[B[D2 . 
B[ gehört dann der Gruppe Z'Z^ der Punkte an, die mit ihren entspre- 
chenden der ersten Reibe in dieselbe Involutionsgruppe gehören. Je näher 
ßj und Bl bei einander liegen, desto näher rücken auch A^ und A[ ein- 
ander (§ 16, 2). Jede Involution (n -+- l)ter Ordnung enthält (§ 52) Gruppen 
von nH- i verschiedenen Punkten; AA^A^ sei eine solche. Aus AA^A^ und 
AA'^A^ bestimmt man die zu D^ gehörige Ergänzungsgruppe, indem man 
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I I ^ zuerst die Gruppe ögS)' der Involution AA^^AA^ aufsucht, alsdann die 

Gruppe @' der Involution il,2)' bestimmt, der A^ angehört. Ist dann -Dgß'i 
, die durch D^ bestimmte Gruppe der Involution A^A^ , ^'i-^g, so sind nach 

■ § 43 die gesuchten Punkte den Reihen 

1) il2)'($' . . . Ä 4^i®i • • • 

r 

gemeinsam. Wenn nun A^ an A^ heranrückt, so nähern sich SD' , 6' , 6i 
^ bestimmten Grenz-Gruppen und -Lagen. Denn 2)' hat dieselbe Bedeutung 

für die Involution T>\^AA^^ wie die gesuchte Gruppe für Z)"'^*,ili4ji42; sie 
nähert sich daher einer Gruppe 2) von n — 1 Punkten, in der jeder Dop- 
pelpunkt von T>\^AA^ einfach, jeder ^ fache Punkt derselben aber (p — l)fach 
vorkommt. Da AA^ aus n verschiedenen Punkten besteht, so kommt A^ 
l 'in 5D nicht vor. 6' nähert sich der durch A^ bestimmten Gruppe 6 

■^^ der Involution A , 2). Der Punkt 6^ endlich, da er för D\^A^A^ dieselbe 

^ T Bedeutung hat, wie die untersuchte Gruppe fÖr Z)^"*"* , AA^A^^ nähert sich 

dem zweiten Doppelpunkt 6^ der Involution D\^A^A^. Die untersuchte 

Gruppe liegt der Coinci^tenzgruppe der Reihen 

» 

2) , il2)(5 ... Ä A^Ay^^ ... 

4 

pahe. Denn setzt man 
' / ^' S) A^'Q' ... Ä A^Q... 

ff u^fi '{jUt^y ■dJJ^'^ff^ und folglich auch 

y z' r/^ ^/ " ^^ liegen je zwei entsprechende Gruppen der beiden Reihen 3) und auch 

^'/ # "" \ ^^^^ entsprechende Punkte der Reihen 4) einander nahe (§§ 39 u. 16, 2). 

^\t''h/ßu'^ (u.^j^^>/tM.<^ Bei einem Coincidenzpunkte P der Reihen 1) liegen daher zwei benach- 

/ /^ 1" '^ ^ou^^^^^'^ Punkte P und P", so dafs P" in der Gruppe liegt, welche P' durch 

. '' * y^\ \...-2) zugeordnet wird. Beide Punkte können sich also, weil diese Reihen 

O^j^.yxJ^^'l^^'^^ ^'«'^ stetig auf einander bezogen sind (§ 35), nur in der Nähe eines Coinci- 

/) •* -w"'^'^!«^ denzpunktes derselben befinden, und dasselbe ist daher mit P der Fall. 

* '^^ Es sei nun Z^Z^ . . . Z^ die den Reihen 2 gemeinsame Gruppe. Nach 

1\^^^ ' ^ . u f 9 f§39 liegt Z^Z^ . • . ^H derselben in der Art nahe, dafe bei einem ^fa- 

, 1 *ti» A (•IxQii Punkt der ersteren ^verschiedene oder theils zusammenfallende 
A/.t-i.// .'/^'. /• vm^'^C. Punkte der letzteren liegen. Die Punkte Z^Zg ... Z^ allein genügen 
/ ^ daher der gestellten Aufgabe. 

/ .,-*/' -^^ * ' ^ ^ '':.* " ■ 
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§ 55. In einem beliebigen Involutionsfeld (nH- l)ter Ordnung giebt 
es höchstens 2n Stellen, in deren Nähe sich Punktepaare finden, die der- 
selben Involutionsgrappe angehören. 

Es sei BiB'i ein solches Paar; man setze alsdann 9 

Nach den Entwickelungen und Bezeichnungen des § 53 kommt / 

dann B[ unter den von D^ und D^ verschiedenen Coincidenzpunkten der ^ "^ "k / 

beiden Reihen / ^' ' ' '-'^- ^^ht 

AA^A^ , BB^B^ ... Ä A'A[A'2 , B'B'iB'^ ... 1) 

vor, oder auch unter denen von zwei bestimmten Reihen (§ 49) 

AA^A^ , A'A\A'^ ... A BB^B^ , B'BLB^ . • • , 2) 

denen ebenfalls D^ und Dj entsprechend gemeinsam sind.. ^ 

Es seien D^^^W und D^%W Gruppen von AA^A^ , A' A[A'^, und '/' ■< . ; ' ,^7> 
i)iS3iS3' und DjSg»" Gruppen von BB^B^ , B'BiB'^. Es seien ferner A^E 
und %%'" Gruppen von ^1^',%W; die letztere aber so gewählt, dafs /%,t:rf,'..: * 

%^^ , A^E ,%,W ,%W\ . . . Ä D,,A,,D,,D„... 3) 
ist. Entsprechend sei 

SÖ,B',B^F,fd^^\fö^^"',... Ä D^,B^,D,,D^,... 4) 

Die aufser 7)^ und Dg etwa vorhandenen Punkte betrachteter Art sind 
den Reihen 

Sil 31' , Slgr , SlgSl'" . . . Ä 33iS3' , »223'^ > SSg»'" ... 5) 

entsprechend gemein. Denn jedenfalls entstehen zwei zusammengehörige 
Gruppen der ursprünglichen Involutionen 2), wenn man auf die Rei- 
hen 5) zwei projectivische D^^D^ . . . bezieht. Den entsprechenden Grup- 
pen Slj.Sl^''^ und 33^35^^^ mufs D^ resp. D^ zugeordnet werden, wenn 
SliWDi und »iSS'Di resp. %WD^ und ^^^''D^ entstehen soUen. Es 
mufs ihnen aber, wie aus 3) und 4) hervorgeht, auch derselbe Punkt D^ 
zugeordnet werden, wenn die entsprechenden Gruppen AA^A^ und BB^B^ 
entstehen sollen. Mithin sind die charakteristischen Felder, welche den 
Gruppen 31^ Sl^^^ und 33xB^^^ für die beiden projectivischen Reihen 2) zu- 
gehören, identisch, und man erhält überhaupt zwei entsprechende Grup- 
pen von 2), wenn man auf die beiden Felder 5) dieselbe Punktebene 
D^,D^ . . . projectivisch bezieht. Sollte nun 21, 31^'^ und 33, S3<'^ ein Punkt P 
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gemeinsam sein, so ist P auch denjenigen beiden entsprechenden Grup- 
pen von 2) gemeinsam, die aus den Beziehungen 

m und 

entstehen. Ist umgekehrt P zwei entsprechenden Gruppen der Reihen 2) 
gemeinsam, so kann man sie in der vorstehenden Form darstellen, und 
es mufs dann 31;, 31^^^ und 33x33^^^ auch derselbe Punkt zugeordnet wer- 
den, damit A2A^A und B^B^B entstehen; daher entsprechen SlxSl^*^^ und 
33x35^'^ einander in 5). 

Wenn nun A\ und A^ einander genähert werden, so rQcken (§ 54) 
Sl^Sr und 3I2SI" bestimmten Gruppen Z^Z' und Z^Z" nahe; A^E nähert 
sich der Gruppe ^2-^ ^^^ Involution Z^Z , ZgZ"; HßSl^ nähert sich der 
Jy fw " ^ .^ bestimmten aus 

: hervorgehenden Gruppe X^X'" (§ 39). Die Gruppen ©jSS' , fö^^" , »gSS 
"y nähern sich entsprechend zu bestimmenden Gruppen F^ 1" , Fg ^' » ^3 ^ 
y"^ einer Involution. Setzt man jetzt 

i/f^<r!!(äb^^ Sil 21', 91251% 5l33l'",2lxSl^'^.. Ä ZiZ',Z2Z",Z3Z'",ZxZ^^> . . . 

/^ ^ und andererseits 

•'^^ 33iS3' , ©233" , 8335'" , 35.23<'' . . . Ä YJ\Y^Y\ YJ'" , r,r^> . . . , 




W 

m 




^,^^ } ^^BO nähern auch 21^ 21^*^ und 33x35^'^ sich den Gruppen X^X^"^^ und Y^T^^ 

} ^ § in beliebigem Grade, sobald man A\ an A^ genügend heranrückt. Ent- 

'^M.^:^ \t^ i<i^ f [{nuK-^^^^ ""^ 21x21^^^ und 33x35^^^ einen gemeinsamen Punkt P, so findet in 

;. "^L^ X^X^'^^ und Y^Y^""^ sich je ein jenem naher Punkt P resp. P". Diesel- 

^ '^ i^ 1 z f ff^ßf^ ben rücken einander um so näher, je weiter A^ an A^ herangetrieben 

wird. Da aber an dieser Veränderung die projectivischen Reihen X^X\ 






V. < ,?^ ^^ X^" ,X^X^^K.. und 7, r , 7„ 7" , 7, r'> . . . nicht Theil nehmen, so 

- /' finden sich etwa mögliche Paare FP' jedenfalls nur bei Doppelpunkten 

^^■C'i<£ ' Cn.€^tCyv ^^ dieser Felder, deren Zahl nicht gröfser als 2n sein kann (§ 50). Damit 

// ist der aufgestellte Satz bewiesen. 



yu 



§56. Eine Involution (n+i)ter Ordnung besitzt höchstens 2n 
Doppelpunkte, ein etwa vorhandener pfacher Punkt vertritt p — 1 ge- 
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trennte Doppelpunkte. Ist ein (n -+- 1) facher Punkt vorhanden, so giebt 
es aufserdem noch n Doppelpunkte, wenn man in einem p fachen Punkte 
des Feldes p — l Doppelpunkte vereinigt denkt. 

Nach § 52 giebt es in jeder Nähe eines mehrfachen Punktes Punkte- 
paare, die einer und derselben Gruppe angehören. Dieselben finden sich 
aber nur bei höchstens 2n (§ 55) und im zweiten Falle bei wPunkten 
(§ 54). Diese Punkte allein sind daher die Doppel- oder mehrfachen 
Punkte der Involution. 

Ist AA^A^ irgend eine Gruppe einer Involution mit (n+l) fachen 
Punkte jDj, so sucht man (§ 54) zuerst die Doppelpunktsgruppe Z' der In- 
volution AA^,Dl auf; die gesuchte Gruppe ZZ^ gehört dann der Invo- 
lution AA^ , A^Z' an. Enthält AA^ einen p fachen Punkt Z)^, daneben 
noch die Gruppe (ö)*""^ von n — ^p Punkten, so kommt D^ {p — l)fach in Z \a j 

oder Z^~^ (ßiT^^ vor. Die etwa vorhandenen Doppelpunkte bilden ein y J /[j.a4. ^ */ .? 

Glied der Involution (n— p+l)ter Ordnung/)^ (G)""^ A^iG^""-^. Da nur 
eines der zwei gegebenen Glieder Z)^ enthält, so kommt unter den übrigen 
singulären Punkten D^ nicht mehr vor, welcher also p — 1 gewöhnliche 
Doppelpunkte auch für die Involution (n+i)ter Ordnung vertritt. 

um zu zeigen, dafs / zusammen auftretende p^,p^,p^, . . -i^^fache 
singulare Punkte Pi -hP2+ • • • Vi — ^ gewöhnliche Doppelpunkte vertre- 
ten, ersetze man AA^ durch andere nahe Gruppen Sl'Sll , 8l"Si;', W'Si;"; . . . 
von iy[,AAy Alsdann wird B^ durch Gruppen 35' 33; , S3"53i, 35'" ©i' ... 
der zur vorigen projectivischen Involution D\ , BB^ zu Gliedern der In- 
volutionen 

ergänzt. Wenn nämlich B^ 2) ein Glied von Z) J , A A^ ist, so erhalten wir 
35' 35; als Coincidenzgruppe der Reihen 

D;,Sl'Si;,ß23),... Ä A^,D,,B^,... 

Es entstehen dabei aber projectivisch zu Sl'5li Glieder der Involution 
Dl^A^^ (§47). 

Indem man den Grenzübergang des § 54 wiederholt, kann man 
einsehen, dafs die Doppelpunktsgruppen der so entstehenden Involutionen 
(nH- l)ter Ordnung alle zu einer Involution nter Ordnung (ZZ^^ Z'Z^^ 
Z" Z'^ y Z"' Zi') gehören. Mit Ausnahme einzelner bestehen dieselben also 
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aus je n von einander verschiedenen Punkten. Wenn noch SPStj genü- 
gend nahe bei AA^^ liegt, so rücken die n verschiedenen Punkte von Z^ Z[ 
den #l|Punkten von ZZ^ nahe. Aus dem Vorangegangenen folgt aber, 
dafs die erstere Gruppe zur Involution 

gehören mufs, denn D^'^G^Y"'' ist von der Involution Dl^^'^.AA^ 
die Doppelpunktsgruppe. Nun liegen aber jj Punkte von SPSl^ ^^^ ^p 
(§§ 36 a und 52). Die Grappe (G^y^^ der übrigen nähert sich dem Gliede 
(Gy"^, das AA^ neben dem pfach zählenden Z)^ noch enthält. Daher 
müssen (§ 36 a) p — 1 Punkte von Z'Z[ bei D^ liegen, die n — ^ + 1 übri- 
gen aber liegen einem dritten Gliede von A^iG^^^^^iD^^Gy"^ nahe und 
sind daher von D^ endlich entfernt. Sind /Punkte vorhanden, die in ihren 
Gruppen p^^ pg, 2>3) • • • p,fach zählen, so legen sich p^ — 1 ^p^ — | , . . . p^ — 1 
der n verschiedenen Punkte Z^ ZI neben sie; es ist sonach 

Pi +1>2 +Pz '-Pi =n + l . 

Die einzelnen Punkte können daher als Vertreter von p^ — 1 5P2 — 1? • • • 
endlich von p^ — l gewöhnlichen Doppelpunkten angesehen werden. 

Ein ähnlicher Satz gilt für die allgemeine Involution, ohne doch 
schon hier bewiesen werden zu können. Dals neben einem ^^ fachen und 
einem p^ts^chen singulären Punkte nicht mehr als 2n — p^ — P2'+"^ *^" 
dere in einer Involution auftreten können, folgt, wenn man beim Grenz- 
übergange im § 55 D^ und D^ mit diesen Punkten zusammenfallen läfst. 

Es ist nunmehr selbstverständlich, dafs es reguläre Gruppen in der 
Nähe jeder singulären geben mufs. 

§§57 — 64. Eine Involution nter Ordnung AA^ , BjB^ , ©ß^ hat 
mit dem projecti vischen Gebilde JS2 » -^2 ' ®2 desselben Trägers, wenn man 
von höchstens 2n Speciallagen von ©g absieht, n + l gemeinsame Ele- 
mente C , Cj , C2 . 

§ 57. Wir beschränken uns auch hier auf den Fall eines Strahl- 
büschels mit unendlich fernem Centrum A, dem die Bezeichnungen ja schon 
angepafst sind. Die w + 1 Punkte bilden, wenn sie vorhanden sind, eine 
Gruppe der Involution Ail^Ag, ßiS^iSg- Wird (§^ projectivisch zu dem 
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Punkte 6q der Ebene B bewegt, so wird behauptet, dals nicht nur jeder 
Gruppe der Involution ein Punkt der Ebene B, sondern auch jedem Punkte 
von B eine Gruppe der Involution entspricht. Sind DD^D^ und EE^E^ 
irgend zwei andere Gruppen, so kann man die Involution auch aus den 
Beziehungen 

DD^ , EE^ , %'%[ , . . . A ^5^2 , i)2 , ?2 • • • 
entstehen lassen. Wenn §2 ^^^ ©2 einander richtig projectivisch entspre- 
chen, so bestimmen irgend zwei Reihenpaare der ersten, und die entspre- 
chenden der zweiten Art entweder dieselben oder beide keine gemein- 
samen Punkte. Die erste Aufgabe kann daher durch die zweite vertreten, 
oder Hher AA^A2 und jBßjjSg vorausgesetzt werden, dafs sie aus je n-+-l 
verschiedenen Punkten bestehen. Ferner soll kein Punkt der einen mit 
allen der anderen in einer Kette der Punktebene A liegen, wenn es auch 
Involutionen giebt (§48), bei denen je die n + l Punkte einer Gruppe 
einer Kette der Punktebene A angehören. 

§ 58. Entsprechen die Gruppen -AA^^g und BB^B^ den Punkten 
Sl^ und S5q der Ebene B, so liegen alle Gruppen, welche Punkten einer 
beliebigen Halbkette $1^ , S3o etwa zugehören können, auf dem Erzeugnifs 
zweier projectivischer HalbkettenbOschel AA^^BB^ A B^yA^. Die 2n + 2 
Tangentenbüschel sind so unter einander reell-projectivisch, dafs den von 
A^A^^B^ nach A führenden Strahlen die von B ^B^^A^ nach A^ führen- 
den Strahlen entsprechen. 

Der veränderliche Punkt (Sg? welcher der festen Gruppe (5®i zu- 
geordnet werden mufs, damit die gesuchten Involutionsgruppen entstehen, 
bewegt sich mit dem Punkte 6^ der Ebene B projectivisch und durchläuft 
eine Halbkette, wenn dieser die Halbkette 31^ , ©q durchläuft. Aber jenen 
Endpunkten Sl^ und S3q entsprechen A^ und B^^ Diese nämlich müssen (Söj^ 
zugeordnet werden, damit AA^A^ und BB^B^ entstehen. Also gehört 
für die besonderen Punkte von B der Halbkette ^4^4^ , (5 ß^ ,£ßi die be- 
stimmte Halbkette B^ , ©2 j ^2 ^"' ^^^ nun für die Erzeugung jeder 
Gruppe AA^ und -ßg, sowie BB^ und A^ einander entsprechen, so gehört 
auch jeder anderen Halbkette AA^ , BB^ eine bestimmte B^^A^ zu. In den 
Tangenten büscheln in ^4 , ^^ und B^ gehören die nach A führenden Strah- 
len einander zu. Die den beiden Reihen 

Math. Abh, nicht zur Akad, gehör. Gelehrter. 1887. I. 12 
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etwa gemeinsamen Punkte müssen dem Erzeugnifs der beiden Halbketten- 
büschel angehören. 

§ 59. Wenn D^ ein einfacher Punkt seiner Gruppe ist, so kann 
bei passender Bezeichnung der Gruppen AA^A^^iBB^B^ die Halbkette 
AA^^D^^BB^ weder bei Dg einen mehrfachen Punkt, noch auch dieselbe 
Tangente wie B^^D^^^ A^ haben. 

DD^ und D mögen D^ zu Gruppen der Involutionen AA^A^^BB^B^ 
und AA^ , BB^ ergänzen. DD^D^ ist die Ooincidenzgruppe der Reihen 

AA^ , DDg , BBj^ . • . Ä JSg , Dg , ^2 • • • 

Man halte jßg und Dg fest und bewege A2 ober die ganze Kette JS2?^25^' 

I Alle diese Reihen haben aufser Dg noch Gruppen der Involution AA^y 

*^ / 3)jB2 gemeinsam, die einer Kette ihres Involutionsfeldes angehören. Sie 

\ entsteht, indem man die Kettenbüschel I) AiljjJDDg und 11) ßg^Dg so pro- 

jectivisch auf einander bezieht, dafs in den Tangentenbüscheln in den 
Punkten der Gruppe 3)Dg und in Dg die nach A führenden Strahlen ein- 
ander zugehören. Von den Punkten BB^ kann die Kette nur die enthal- 
ten, welche gleichzeitig auch der AA^^^D^, BBj^ entsprechenden Kette 
Bcj^^D^^ A^ angehören. 

Die Curven AA^^^D^ entstehen nun, wenn man auf eine feste 
Anordnung HI der Ketten ^ , 3) die Büschel III^ , lüg , III3 . . . von Ket- 
ten Dg , A^ projectivisch so bezieht, dafs in den Tangenten büscheln in A 
und Dg die nach A führenden Strahlen einander entsprechen. Alle Tan- 
gentenbüschel in Dg der III^ jlllg ,1113, . . . sind also unter sich projec- 
tivisch und haben die Strahlen D^ A und D^A^ entsprechend gemein. Die 
Reihen gleichstelliger Tangenten sind daher (§19, Beispiel) in derselben 
Weise projectivisch und ergeben neue Reihen ffl^ , Hlg , Illg . . . HI^ der 
^ Ketten Dg , ^j. Die Ketten irgend einer Reihe IIIJj müssen einer festen 

/ / Kette des Büschels A , 3) nach und nach zugeordnet werden, damit die vor- 

ij O'^^^'iT gegebene Anordnung der Curven AA^^D^^ sich ergiebt. Eine von den Rei- 

/ hen gehört zu der Curve -4,Dg,D und zeigt daher in Dg das Tangenten- 
/ '/ büschel des Kettenbüschels AA^^ 3) Dg, falls Dg in 3)Dg nur einfach, in © 

also nicht mehr vorkommt. Diese und folglich jede andere Reihe IIF ist 
mithin auch zu der einen Reihe II von Ketten Dg , B^ so projectivisch, dafs 
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in den Tangentenbüscheln in D^ die Strahlen D^^ und Dg^-^ sich selbst 
entsprechen« III^ schneidet sich mit 11 in einer Kette A^ y B^ Eine solche 
nämlich erzeugen zwei projectivische Strahlbüschel A^ und B^^ in denen 
AjA. und B^k einander entsprechen (§ 4). Setzt man jetzt a und kD^ 
in zwei projectivischen StrahlbOscheln mit dem Oentrum A einander, A^l^^ 
und A J?2 ^^^^ sieb selbst entsprechend, so geht die erzeugte Kette A^ , B^ 
in eine andere A^ , B^ über. Sie wird durch zwei projectivische Ketten- 
büschel A^^D^ und B^^D^ erzeugt (§15), deren Tangentenbüschel in 
Z>2 zu den beiden Strahlbüscheln bezüglich a perspectivisch sind, und in 
denen daher D^k und D^k^ sich selbst entsprechen. Die neue Kette 
A^ , B^ geht durch D^ , wenn die beiden StrahlbOschel A^ und B^ das 
Oeradenpaar A^B^^a erzeugten, also beide hinsichtlich a perspectivisch 
waren. Die Tangentenbüschel in D^ der Kettenbüschel D^-^A^ und D^^B^', 
welche i4j , Dg , B^ erzeugen, stimmen mithin überein. Dieser letztere Ke- 
gelschnitt kann also nur dann der besonderen Kette A^D^^^ zugehOren, 
wenn das Büschel AA^^^D^ bei D^ dasselbe Tangentenbüschel hat, wie 
D^jB^i oder nur dann, wenn AA^^D^^BBi und B^^D^^A^ einander berühren. 
Mit der Kette A , D ändert sich das Kettenbüschel III', welches der 
festen Anordnung II der Ketten D^-^B^ zugeordnet wird. Einer festen Kette 
der letzteren Reihe werden dabei die Ketten D^ , A^ in einer der Anord- 
nungen in«, welche zum Büschel ^1,3) projectivisch sind, zugeordnet. Eine 
der Reihen HI«, deren Curven der Kette B^^A-^^D^ zugeordnet werden, lie- 
fert in A^ das Tangentenbüschel der Reihe IV der Ketten A^,B^. Das 
Tangentenbüschel ist daher auf die n — 1 Tangenten büschel in A von il,$D 
so bezogen, dafe der von A^ nach A^ und die n — 1 von den Punkten A 
nach A führenden Strahlen einander zugehören. Denn es entsprechen in 
den projectivischen Tangentenbüscheln in A der Ketten HI und dem Tan- 
gentenbüschel von III„ in D^ die nach A führenden Strahlen einander; 
in den Tangentenbüscheln in D^ und A^ des letzteren Büschels aber ge- 
hören D^k und A^k^ einander zu. Die beiden Ketten büschel il , 2) (III) 
und B^'iA^ (IV) sind daher so projectivisch, dafs in den n Tangenten- 
büscheln in A und B^ die nach A führenden Strahlen einander zugehören. 
Sie erzeugen also eine Kette AA^ , 2)i?2j ^^^ ^^^ ^^^ gesuchte Gruppe DD^ 
sich befindet. Sie enthält den Punkt D^ selbstverständlich, wenn er noch 
in 2) vorkommt, mithin AA^ , D^ , BB^ in D^ eine Verzweigung hat- 

12» 
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Aufserdem gehört D^ nur dann der Kette an , wenn AA^^D^^ BB^ und 
B^^D^t A^ in D^ dieselbe Tangente haben ; nur dann entsprechen näm- 
lich die Ketten il , ZJg , 2) und B^^D^, A^ von III und IV einander. 

Die Kette B^'iD^^ A^ kann nicht alle Punkte von BB^ enthalten, 
da sonst A^ nicht auf ihr liegen könnte. Ist B^ nicht auf ihr und folg- 
Hch auch nicht auf der bereits gewonnenen Kette AA^^^B^^DD^ ge- 
legen, so erhalten wir eine zweite Kette AA^^^'B^^DD^^ wo SJ'jDg eine 
Gruppe der Involution AA^ , BB^ ist. Diese Kette mufs D^ enthalten, 
wenn AA^^^D^^BB^ bei D^ entweder eine Verzweigung oder eine Be- 
rQhrung mit B^D^A^ hat. Beide Ketten AA^ , SD-ßg 5 ^^1 ^^^ ^^i> 2)'i5i, 
DD^ haben, als demselben Involutionsfelde AA^^DD^ angehörig, aufser AA^ 
nur die Gruppe D D^ gemeinsam. Wissen wir, dafs D^ kein mehrfacher Punkt 
seiner Gruppe DD^D^ ist, so darf eine von beiden den Punkt D^ nicht 
enthalten. Wenn wir die Bezeichnung der Gruppen AA^^A^ und BB^B^ 
richtig wählen, vavdi AA^^D^^BB^ weder bei Dg eine Verzweigung noch 
eine Berührung mit B^^D^^A^ haben, wie es der Satz behauptet. 

§ 60. Jede Halbkette A^A^ . . . A^_^^ , B^B^ . . . B^^^ oder AA^A^^ 
BB-^B^ besteht, neben etwaigen geschlossenen, aus n H- 1 getrennten un- 
geschlossenen Zügen (Ranken), welche die 2 nH- 2 Punkte A^yB^ unter 
einander verbinden. Die verschiedenen Halbketten A^A^. . . A^_^^,B^B^ 
...ß^^j schliefsen sich stetig an einander. 

Da je nur eine Halbkette AA^ , BB^ und A^ , B^ unendlich ferne 

Punkte enthält, giebt es auch nur eine derartige im Büschel ^ji42...i4^^.j, 

B^B^. . . -B„+i9 denn erstere müssen, wenn sie sich ergeben soD, einander 

entsprechen. Aufser dieser schliefsen wir noch die höchstens 2 n Halbketten 

aus, auf denen singulare Gruppen liegen. Es sei D^ ein beliebiger Punkt 

einer der übrigen. Dann kann man (§§ 37 und 59) aus den Gruppen 

,^y^ ^A^^c^ lind BB^B^ je zwei Punkte A.^^A^ resp. B^^^B^ so aussondern, dafs 

i/'''^^^^^<\ f dl® Halbkette A^A.^^D^^B'B,^^ wo A^ und JS* zusammenfassend je die 

^^^ ij ^ ^^^^Abrigeh n — 1 Punkte bezeichnen, nach D^ eine einfache Ranke A^^ , D^ , B^^ 

sendet, die in D^ eine andere Tangente hat, als JS,.^ , ZJg , ^< . Beide Ge- 
bilde schneiden daher einander in jDg; zu jeder Seite der einen liegen 
bei D^ Punkte der anderen. Halbketten, die nahe bei B.^ , Dg , i4. liegen, 
entsprechen solche, die nahe bei AA.^^D^^BB.^ liegen. Wenn die An- 
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näherung genügend weit getrieben wird, enthalten diese je eine Ranke -4^,?^,^ ? 
die i4,. ,2)2,5,. so nahe liegt, wie man nur immer will. Sie mufs mit 
ihrer entsprechenden Halbkette 5,,»^/, in der Nähe yon Dg, aber nur in 
einem Punkte, sich schneiden, weil die Tangenten in dem Schnittpunkte 
(§§ 39, 2 und 5) denen in Dg nahe liegen, also verschieden von einander 
sein müssen. Die Ranken A. ,B. eines schmalen A. , D« , B. einschliefsen- 
den Bandes schneiden das zu untersuchende GebUde in je einem bei Dg 
gelegenen Punkte. Dieser gehört also einem bestimmten unverzweigten 
Theile derselben an. 

Alle Punkte A,^ , B^ gehören der Halbkette AA^A^^ BB^B^ an. Denn 
die Halbkette B^^A^^A^ z.B. hat mit ihrer entsprechenden AA^^BB^ 
den Punkt A^ nothwendig gemeinsam. Haben beide Curven in ^ die^ 
selbe Tangente, so kann man eine Zerlegung A*A^A^^ und B^B^^B^ der 
beiden Gruppen so finden, dafs 5^ , il^ , A^, eine andere Tangente in A^ 
zeigt, als die entsprechende besondere Kette A*A^ , B^B^ , deren Halb- 
tangente in A^ zugleich der untersuchten Curve angehört. Die besondere 
Halbkette A^A^^B^B^^ und alle ihr benachbarten haben die A^ zunächst 
liegenden Theile auf der durch ihre Halbtangente bestimmten Seite der 
Kette B.^ , A^^A^. Die entsprechenden Halbketten B^^ , A^^ liegen zum 
Theil auf dieser, zum Theil aber auf der anderen Seite von B^ , ^4^ , A. . 
Die ersteren, aber nur diese, können ihre entsprechenden Gebilde in je 
einem Punkte schneiden, der beliebig nahe an A^ heranrücken kann. A^ 
und ebenso jeder andere Punkt ^4^, oder B^ ist daher Anfangs- oder End- 
punkt eines Curvenbestandtheils. • 

Von irgend einem Ourvenpunkt Dg aus ist auf derselben ein con- 
tinuirlicher Fortschritt nach beiden Seiten möglich. Man könnte dabei 
zunächst einem Punkte S sich unbegrenzt nähern, ohne ihn doch je zu 
erreichen. S mufs aber der Ourve angehören. Entsprächen die Curven 
A*Af jSy&B^^ und J5^,S,i4^ sich nicht, so würden die beiden zugehöri- 
gen Curven je des anderen Büschels von iS endlich entfernt sein, und es 
läge daher auch in einer bestimmten Umgebung von S kein Curvenpunkt. 
Da man also nach dem bereits Erledigten auch über einen solchen Grenz- 
punkt fortschreiten könnte, giebt es derartige Punkte überhaupt nicht. 
Schreiten wir von irgend einem Punkte Dg aus auf dem betreffenden Ourven- 
theil vorwärts, so müssen wir bei stetiger Bewegung entweder nach Dg 
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zurück oder zu einem der Punkte A^^B^ gelangen. Die Curve kann 
daher aufser n -+- 1 Ranken, welche die Punkte A^ , B^ unter einander ver- 
binden, nur noch geschlossene Züge enthalten. 

§ 6L Jede der n + l Ranken des vorigen Satzes verbindet einen 
der Punkte ^4^ d^i* einem Punkte B^. 

Erster Nachweis. Angenommen, es sei eine Ranke A.^^A^^ mög- 
lich. Irgend ein Punkt C^ der Curve bestimmt eine Gruppe der Invo- 
lution AA^A^^BB^B^^ deren andere nPunkte (§ 58) auch der Curve an- 
gehören müssen. Läfst man C^ von A.^ aus auf der Ranke A^^A^^ sich 
stetig bewegen, so müssen die übrigen nPunkte Cg , C3 , . . . C„^j sich von 
il^ , A^^ , .'. . A.^ aus stetig bewegen (§ 52). Cg bewegt sich von A^ aus 
auf der Ranke A.^ , A^^ , gleich G^ . Da beide in entgegengesetzter Richtung 
fortschreiten, so begegnen sie einander einmal und dieser Treffpunkt ist 
in seiner Gruppe ein Doppelpunkt. Da nun die Halbkette keine singu- 
lären Gruppen enthält, so wird die Annahme unstatthaft, es mufs also 
jede der n+l Ranken einen der Punkte A^^A^^...A^^^ mit einem der 
Punkte jBi , £2 , . . . jB^+j verbinden. 

§ 62. Zweiter Beweis für den Satz vom § 61. 

Wir betrachten das ganze Halbkettenbüschel A^A^ . . . A^^^ ^ B^B^ 
. . . ß^ ^ j . Es entsteht, wenn man auf eine feste Anordnung des Büschels 
AA^^BB^ in allen möglichen Weisen das Halbkettenbüschel B^^A^ so be- 
zieht, dafs in den reell-projectivischon Tangentenbüscheln die yoiiA^A^^Bi^ 
nach A und die von B ^B^^A^ nach A^ führenden Strahlen einander ent- 
sprechen. Liegen in zwei Anordnungen 11^ und II3 der Halbketten B^ , A^ 
zwei entsprechende einander genügend nahe,, so rücken je zwei andere 
entsprechende Ketten einander so nahe, als naan nur immer will (§ 2 a, 
Zusatz 2 und § 5). Daher liegen auch die Erzeiignisse von I mit II« und II 3 
ihrer ganzen Ausdehnung nach einander nahe. Schneidet eine Curve AA^^ 
BB^ ihre entsprechende aus II« in D^ und haben beide hier verschiedene 
Tangenten, so mufs die zugehörige Curve in II3 sie nahe bei D^ schnei- 
den. Für jede Erzeugungsweise der festen HB\h\i^i\/^ AA^A^^BB^B^ er- 
giebt sich eine entsprechende der zweiten ihr genäherten. Da nun jene 
ohne Doppelpunkte ist, müssen in jedem ihrer Punkte P sich bei wenigstens 
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einer Erzeugungsweise die Halbketten A*A.^ , P, B*B.^ und B^^ , P, A^ schnei- 
den, ohne die Tangenten gemeinsam zu haben. Folglich nähert jedem 
Punkte einer festen Halbkette A^ . . . A^_^,^ ^ B^ . . . B^_^.^ ohne Doppelpunkt 
sich wenigstens ein Punkt einer zweiten, wenn man einem von den ^4;^ 
und B^ verschiedenen Punkte der ersteren einen der zweiten Curve ge- 
nügend nähert. 

Da zwei verschiedene Reihen H. und H^ keine gemeinsame Halb- 
kette haben, so treffen zwei verschiedene Halbketten ili4j ^2 ^ ^^1^2 ^^^^ 
nur in den A^ und 5^. Die gleichstelligen Glieder der Reihen II ordnen 
sich (§19 Beispiel) zu neuen Reihen B2 jA^ zusammen, in deren unter sich 
projectivischen Tangentenbüscheln in jBg und A2 die Strahlen B^A.^ und 
A2A. einander entsprechen. In diesen Anordnungen Hl müssen die Halb- 
ketten B^^iA^ bestimmten Halbketten AA^ jBB^ zugeordnet werden, damit 
eine fest gegebene Anordnung der Halbketten AA^A^^BB^B^ entstehe. 
Die AA^y A^yBBj^ zugehörige Reihe Hy ergiebt die Tangentenreihe des Bü- 
schels AA^A^^BB^B^ in A^ und die AA^^B^^BB^ zugesellte Reihe die- 
jenige in jSg. Diese sind daher so projectivisch, dafis die imaginären Strah- 
len jBg^^ ^^^ ^2^ einander entsprechen. Da man A2 mit jedem ^4^^ und B^ 
mit jedem B^ vertauschen kann, so sind die TangentenbOschel in AA^A^ auf 
die in BB^B^ so reell-projectivisch bezogen, dafs den von ersteren nach A die 
von letzteren nach A^ führenden Strahlen entsprechen. Jene bewegen sich 
mitlun in einer, diese in der entgegengesetzten Richtung. Die Halbtan- 
genten der einzelnen Halbketten des Büschels erhält man aus der vorigen 
Bestimmung unzweideutig, wenn man einen Satz zusammengehöriger kennt; 
denn die Halbtangentenbüschel sind nach der Stetigkeit, also so auf einan- 
der bezogen, dafs die Halbstrahlen von 2n-h2 gestreckten Winkeln in A^^... 
^«+1 » ^1» • • '^n+i einander entsprechen. Da die untersuchte Curve nur 
aus getrennten Zügen besteht, so müssen von einer zweiten genügend ge- 
näherten Halbkette AA^A^^BB^B^ die einzelnen Züge den ihrigen nahe 
liegen, jeder Ranke der ersten eine dieselben Punkte verbindende der 
zweiten, jedem geschlossenen Zuge ein anderer. Wenn nun die Curve 
sich stetig in ihrem Büschel von der einen zur anderen Lage verändert, 
so durchmifst jede Ranke, sich stetig verändernd, den mondförmigen Raum 
zwischen ihrer Anfangs- und Endlage. Dabei müssen die Tangenten in 
den Endpunkten, wie es evident ist 2^, sich nothwendig in entgegengeseta- 
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ten Richtungen drehen und es mufs also diese, wie jede andere Ranke 
einen der Punkte A^ mit einem der Punkte B^ verbinden. 

§ 63. Eine involutorische Ebene 

nter Ordnung hat mit einer projectivischen Punktebene Äg > ^ > ®2 » • • • 
stets Punkte gemeinsam und zwar, wenn man von höchstens 2nspeciellen 
Lagen des Punktes (Sg absieht, n+l verschiedene. Vorausgesetzt wird da- 
bei, dafs ^i-Ag . . . A^+i imd ß^iSg • • • -^»+1 keinen Punkt gemeinsam haben. 
Die nach der Behauptung vorhandenen Punkte bilden eine Gruppe 
CCyC^ der Involution AA^A^'iBB^B^. Diese Glieder können in ihr beliebig 
ausgewählt und daher den Festsetzungen des § 57 unterworfen werden. 
CC^C^ liegt auf einer bestimmten Halbkette A^A^* . . -^n+i j B-^B^. . . 
^M+i' ^^ seien zunächst die Halbketten des Bfischels ausgeschlossen, 
welche singulare Gruppen oder die unendlich ferne Gerade enthalten. 
A^JBj^ sei eine Ranke einer der regulären Halbketten. Die gesuchten 
Punkte sind dann auch den beiden Feldern 

gemeinsam (§ 42). Jeder A^^A.^ und B^^^Bj^^ beigeordneten Kette A^A.^ O B^B^^ 
entspricht eine B^ und A^^ beigeordnete. Zieht man durch einen beweg- 
lichen Punkt des Zweiges A.^yB. jederzeit die Kette A.^OBj^j und sucht man 
zweitens zu der Kette A^*^A.^O B^'^^B^^, die er bestimmt, die projectivisch zu- 
gehörige Kette Bj^O A^^ so fallen beide nur für die gesuchten Punkte, 
welche auf der Ranke A^^^B^ liegen, zusammen. Beide Ketten bewegen 
sich aber stetig. Die erste kann, da die Ranke A^^^B^^ weder A^ noch Bj^ 
enthält, nicht auf diese zusammenschrumpfen. Die zweite aber redu- 
cirt sich für die Anfangs- und Endlagen A^ und B^^ auf die Punkte Bj^ 
und Af^. Daher werden beide Ketten nothwendig einmal identisch, und 
auf A.^jBj^ liegt wenigstens einer der gesuchten Punkte. Ebenfalls liegt 
auf i4^,ß^; i4.j,ßjj^;... A^ ,B^ je ein Punkt. Da es ihrer aber (§ 43) 
höchstens 7i+l giebt, so findet sich genau einer auf jeder einzelnen Ranke. 
Liegt ©2 auf einer der ausgenommenen Halbketten ßg j -^2 » ^^ ziehen 
wir eine keinen der ausgezeichneten Punkte enthaltende Halbkette ilg , ©2 > 
und wählen auf ihr sonst beliebig den Punkt ^2 ^^) ^^^^ ^^ keiner der 
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2/1 + 1 ausgezeichneten Halbketten -62^2^2 angehört. Dem Punkte ©g 
gehört eine aus der Beziehung 

zu bestimmende Gruppe DD^D^ zu. Die 62 entsprechende Gruppe fin- 
det sich dann auch aus der Beziehung: 

AA^.DD^, ... Ä D^,A^, ... 
Hiernach liegen die gesuchten Punkte auf einer regulären Halbkette AA^A^^ 
DD^D^^ und auf jeder Ranke findet sich einer von ihnen. Damit ist der 
Lehrsatz erwiesen. 

§ 64. Ein involutorisches Feld 

A^A^. , . A^^ 5 ^1-^2 • • • -^m J ®1®2 • • • ®m > • • • 

mter Ordnung hat mit einem zu ihm projectivischen 

mit demselben Grundpunkt stets Punkte, und wenn man von speciellen 
(höchstens 2n) Lagen der Gruppe 6^^^ . . . 6^^^ absieht, genau n+i Punkte 
gemeinsam. Vorausgesetzt wird dabei, dafs A^A^. . . A^^^ und B^B^. . » 
J5^^j keine gemeinsamen Punkte haben. 

Der Satz folgt aus § 63 mittels § 42. Damit ist § 32 von n auf 
n + l übertragen, wie es für die §§ 33, 34a, 34b, 35, 36a bereits in den 
§§ 47, 43, 56, 51, 52 geschehen war. Zur vollständigen Lösung der im 
zweiten Abschnitt gestellten Aufgabe sind nur noch die Lehrsätze 36b, 37, 
38 und 39 zu bestätigen, von denen die ersteren die Beziehung eines invo- 
lutorischen Feldes zu einem projectivischen Punktfeld behandeln, während 
der letztere sich mit der stetigen Veränderung eines involutorischen Fel- 
des befafst. 

§§ 65 — 70. Von den involutorischen Feldern. 

§ 65. Die Gruppe eines involutorischen Feldes bewegt sich stetig 
mit dem entsprechenden Punkte einer zu ihr projectivischen Ebene. 

Es mögen den Punkten 2li,33i die Gruppen AA^A^ und BB^B^^ 
den Punkten ©{,61' aber die Coincidenzpunkte der Reihen 

AA^ , BB^ , 66j , . . . A -^2 ' ^2 ' ®2 9 • • * ^ 

ilili , 5^1 , 66^ , . . . Ä J52 , ilg 1 ®2 5 • • • n) 

Math. Abh, nicht zur Äkad. gehör. Gelehrter. 1887. I. 13 
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entsprechen, so ist (§ 47) 

Also liegen (§ 16, Beweis) ©2 9^2 "^^ ©iS^i gleichzeitig einander nahe. 
Einer vierten Gruppe 2)2)i von AA^^BB^ gehören die durch die Be- 
ziehung 

52.^2.S^®2 A ^^x,ß5i,(5(5i,2)2)i Ä ^2 . ^2 . 62' , 2)^' 
bestimmten Punkte 5)2 und JDg' zu. Letzterer liegt dem ersteren um so 
näher, je mehr (Sg an Gg heranrückt, ümfafst S52!)i den Punkt 2)2 > so 
liegt der ihm in der festen Beziehung I entsprechende Punkt jenem sehr 
nahe. Da nun die Involution AA^ , BBy , ©(Sj stetig auf das Feld 52^2^2 
desselben Grundpunktes bezogen ist, so liegt jeder Doppelpunkt der Rei- 
hen II um so näher bei einem solchen der Reihen I, je. näher ©g ^^ ®2 
und folglich (Sj an ©i heranrückt. 

Hat die zu I gehörige Gruppe die unendlich ferne Gerade als Be- 
standtheil, so beziehe man das StrahlbOschel A so projectivisch auf ein 
concentrisches, dafs dem Strahle a der andere .4^4^ zugehört. Der durch 
n bestimmten Gruppe gehört dann ein Punkt A*q an, der nahe bei ^4^ 
liegt. In der eigentlich zu betrachtenden Ebene gehört ßj eine Gruppe 
mit theils sehr weit entfernten Punkten zu. 

§ 66. Eine Halbkette besteht allein aus n+l Ranken, die in ge- 
wisser Weise die Punkte A^yA^^... A^_^,^ mit den Punkten 5^ , JSg , . . . B^^^ 
verbinden. Falls eine Gruppe mit einem j9 fachen Punkte auf ihr sich vor- 
findet, fliefsen p von ihnen zu einem 2j9 - strahligen Sterne zusammen. 

Falls die betrachtete Halbkette keinen mehrfachen Punkt enthält, 
mOfsten die projectivischen Gebilde 

AA^ , BB^ , 6 Cj . . . A ^2 > ^^2 9 ^1 • • • 
wenn C^ ein Punkt der Halbkette aufserhalb der n+l Ranken wäre, n+2 
gemeinsame Punkte haben (§ 62), was laut § 43 unmöglich ist. Daher 
besteht die Halbkette nur aus n -hl Zügen, welche die Punkte A , ^4^ , il^ 
in bestimmter Weise mit denen B ^B^jB^ verbinden. Enthält die Halb- 
kette Gruppen, die einer solchen mit einem jjfachen Punkt D^ nahe lie- 
gen, so müssen p von ihren Ranken sich D^ gleichzeitig nähern, denn 
auf p verschiedene Ranken vertheilen sich die p verschiedenen bei D^ ge- 
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legenen Punkte der Gruppe. Bei der D^ enthaltenden Curve fliefsen mit- 
hin ^Ranken in einen 2p-strahligen Stern zusammen mit dem Mittelpunkt 
in i)p. Liegen auf der Halbkette keine anderen singulären Gruppen, so 
können auch keine weiteren Begegnungen ihrer Ranken stattfinden. Da ^ 

es in dem Halbkettenbüschel ^^ilg • • • ^n+i j ^1^2 • • • ^n+i Halbketten giebt, i(7jfc^-.*<> O^^' 

die von verschiedenen Seiten her sich der ausgezeichneten Ourve an- 
schliefsen, und die aus je n -h 1 verschiedenen Ranken bestehen, so tren- ^j^^ 
nen die ^Strahlen des Sterns, welche nach Punkten von AA^A2 führen, 
diejenigen, welche D^, mit Punkten von BB^B^ verbinden. 

§ 67. Jede Kette des involutorischen Feldes, die weder die un- 
endlich ferne Gerade, noch auch einen der mehrfachen Punkte enthält, 
besteht aus höchstens n -+- 1 geschlossenen und völlig getrennten Zügen. 

Ein Kettenbüschel ili^2 • • • ^n+i j ^1^2 • • • ^i.+i ^®* ^^^ ^^^ ^^*" 
sprechende Slg , ©2 ^i"^r projectivischen Punktebene mit dem Oentrum B 
so bezogen, dafs in den reell -projectivischen Tangentenbüscheln in den 
genannten 2 n -h 2 Punkten die Strahlen 

einander entsprechen. Tritt statt der ^getrennten Punkte A^^ . . . A^ ein 
pfacher D^ ein, so hat jede Curve ^ Tangenten, die eine reelle Gruppe der 
Strahleninvolution mit den imaginären |) fachen Strahlen Z)^A und D^^X^ bil- 
den. Sie ist so reell-projectivisch auf das Tangentenbüschel in Slg bezogen, 
dafs Slg^ "^^ SlgB^ den imaginären Gruppen (D^xy und (D^K^y zugehören. 
Wenn D^ im Unendlichen liegt, so führen jpZüge der Curve in's Unend- 
liche. Ihre jj Asymptoten bilden eine Gruppe einer Strahleninvolution mit 
den pfachen Strahlen E^k und E^A^. Sie ist reell-projectivisch zu dem 
Tangentenbüschel, und es entsprechen (E^A^y und SI2B, sowie (^E^^y und 
Slgßi einander. 

Den 5I2 und 352 beigeordneten Ketten 2I2OS32 entsprechen i4.i4ii42 
und BB^B^ beigeordnete Ketten A^A^. . . A^^^O B^B^- > ^B^^^. Die- 
selben haben mit jeder Halbkette AA^A^^BB^B^ eine Gruppe gemein- 
sam. Die Tangenten in einem einfachen Punkte derselben projiciren ein 
Paar der Involution des Grundpunktes. Indem 2I2 ^ 332 stetig von Slg 
nach ©2 sich bewegt, schreitet AA^A^ O BB^B^ stetig von AA^A^ nach 

13» 
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BB^B^ fort. Jede der genannten Ketten trennt jeden Punkt A^^ von we- 
nigstens einem der Punkte B^^^. 

Jede Kette kann aus zwei Halbketten CC^C^ , DD^D^ und DD^D^ ,- 
CC^C^ zusammengesetzt werden, die im Allgemeinen aus je n+1 ge- 
trennten die Punkte Cj, und D^ verbindenden Ranken besteben. Daraus 
folgt unmittelbar der erste Theil des Lehrsatzes. 

Das zu 312,352 projectivische Büschel AA^A^ , BB^B^ entsteht, wenn 
man auf eine feste Anordnung I der Ketten BB^ , AA^ projectivische An- 
ordnungen n^ der Ketten A^ , B^ bezieht. Die festen Ketten von I bei- 
gesellten Reihen 11^ sind zu dem Büschel Slg ? 332 ^^ projectivisch, dafs in 

den Tangentenbüscheln m A^^B^^^^^^d^ ^^^ Strahlen ^gAjßg^^j ^2^ 9^2^^ 
einander entsprechen. Solche Kettenbüschel ^2,^2 gehören aber auchi den 
Ketten BB^, A^^AA^ und BB^jB^yAA^ zu und ergeben daher in Bc^ 
und A^ die Tangentenbüschel des Kettenbüschels AA^A^^BB^B^. 

Was über den Fall ausgesprochen ist, wo il^Aj . . . A^ einen J9 fachen 
Punkt D^ enthält, ergiebt sich ganz auf demselben Wege , wie das Ent- 
sprechende im § 48. Der Fall eines unendlich fernen Punktes der Gruppe 
A^A^. . * A^ wird dadurch erledigt, dafs man zu dem betrachteten Strahl- 
büschel ein concentrisches so projectivisch setzt, dafs a und kE^ einander 
entsprechen. 

Einer Slg und ©2 beigeordneten Kette entspricht das Erzeugnüs 
zweier A^A^. . . A^^^ und B^B^. . . B^^^ resp. B^ und A^ beigeordneter 
Schaaren. Denn wird der Punkt, dem eine Gruppe der Involution zu- 
gehört, über eine Kette 3I2OS32 geführt, so durchläuft bei der Erzeu- 
gungsweise 

föj eine B^ und A^ beigeordnete Kette. Jeder Kette AA^O BB2 gehört 
daher für die bezeichneten Lagen eine bestimmte Kette B^ O A^ zu. Eine 
Halbkette % , »2 ^^^ die Kette % O SSg in einem Punkte 6^ . Ihre Tan- 
genten schneiden ein Paar der Involution des Grundpunktes B aus. Die 
entsprechende Halbkette AA^A2^ BB^B^ triflft daher die entsprechende bei- 
geordnete Kette AA^A^O BB^B^ in der einen 6^ entsprechenden Gruppe. 
Die Tangenten in einem einfachen Punkte derselben schneiden ein Paar 
der Involution A aus. Jede A^A^* ^ ^ A^^^ und B^B^- - • ^n+i beigeordnete 
Kette trennt jeden Punkt A^ von wenigstens einem der Punkte B^ , von 
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jedem nämlich, der mit A^ sich durch einen Zweig einer Halbkette AA^A2^ 
BB^B^ verbinden läfst. Wenn die Kette Slg ^ ^2 ^^^^ i^Bhe um Slg oder 
352 zusammenschliefst, mufs sich die entsprechende Kette mit n -h 1 ge- 
trennten kleinen Zügen um A^,A2, . . • A^^^ resp. B^^B^-, . . . B^^^ zusammen- 
drängen. 

§ 68. Liegen den Gruppen AA^A^ , BB^B^ eines involutorischen 
Feldes diejenigen A AyA^ , B'B^^B!^ eines zweiten mit demselben Grund- 
punkt A in der Art nahe, dafs jedem ^fachen Punkt z. B. von AA^A^ 
|) verschiedene oder zum Theil zusammenfallende Punkte von A'A'^A^ nahe 
liegen, so kann jeder dritten Gruppe CC1C2 der ersteren eine andere 
C[GIC2 der zweiten genähert werden, und wenn nun 

AAjAj , BB^B^ , CCyC^ , DD^D^ Ä ^'.414;^ , B'B[B'2 , CCiC^ , D'D^D'^ 

gesetzt wird, so kann jede Gruppe ihrer homologen beliebig genähert 
werden, wenn die drei ersten Paare genügend an einander heranrücken. 
Man bezeichne mit Cg® und Cgß' Gruppen der Involutionen ^4-4^, 
BBy und A A\ , B^B[y ferner setze man 

A^B^C^^^ A ^2^2C^2)^ , 
wo dann ^^ J^ahe bei JD2 liegt. DD^D^ und D^D'^D!^ sind dann die 
Coincidenzpunkte der Reihenpaare 

AAy , BBy , 6C2 , . . . A ^2 ' -^2 > 2)2 5 • • • 1) 

AA\ , B^B[ , (S'Cg , . . . A ^2 9 ^2 5 2)2 5 • • • 2) 

Man setze nun alle vier Reihen unter einander projectivisch. Dann liegt 
jede Gruppe der Reihe A A^^ B'B[ , fö'Cg bei der entsprechenden der Reihe 
^ilj , -ß£j , ©Cg, und ebenso liegen homologe Punkte der Reihen £25^5 
D^, . . . und ß2J^2'-^2' ' • • ^^^ einander. Daher können sich die Punkte/)', 
D^^D!^ nur bei den festen Punkten D^D^^D^ finden. Man bezeichne so, dafs 
2)2 bei D2 liegt. Die im § 43 gegebene Methode der Vervollständigung 
einer Involutionsgruppe ergiebt dann nach § 39, dafs D[D^ bei D^D in 
der Art Hegen mufs, dals jedem ^fachen Punkte der letzteren Gruppe 
j> verschiedene oder zum Theil zusammenfallende der ersteren nahe liegen. 

§ 69. Werden von der Gruppe By...B^_^,^ die Punkte B^^B^^ - > » B^ 
den Punkten ^1,-42, • • .^« einer anderen Gruppe A^^A^..* A^^^ genügend ge- 
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nähert, indefs B^^^B^^^ . . . B^^^ fest bleiben^ so kann man von einer drit- 
ten Gruppe Cj Q . . . C^+i der Involution A^.. .A^_^_^^B^.. , B^^^ n — m+ 1 
Punkte bei einer dritten Gruppe C^^^ . . . C^^^ der Involution .^n+i • • • -^«+1 > 
-^m+i • • • ^m+i annehmen, die m Übrigen aber bei A^A^. . . A^. Setzt man 
alsdann 

^1 • • • ^n+l > ^1 • • • ^«+1 ^ C^i • • • C^+i > ^1 • • • ^I+i A 

SO Hegt die Gruppe D'^^^^ . . . D'^^^ bei i),^^ . . . D^^^ und es findet sich 
D; ...Z); bei i4ii42,..i4„. 
Da 

A-^A^ . . . A^A^^^ . . . i4^j und A^A^ . . . A^B^^^ . . . ß^^ 

zwei Glieder einer speciellen Involution (?i+l)ter Ordnung sind, denen zwei 
Gruppen der ersteren nahe liegen, so ist der Satz nur ein Gorollar von § 68. 

§ 70. Wenn den Gruppen eines involutorischen Feldes die ent- 
sprechenden eines zweiten mit demselben unendhch fernen Grundpunkt 
genähert, beide aber projectivisch gesetzt werden, so liegen die Punkte 
entsprechender Ketten paarweise einander nahe, und auch ihre Tangenten 
in einem solchen Paare, falls der Punkt der festen Ebene nicht Sin- 
gular ist. 

Die Ketten selbst liegen nach § 68 einander nahe. Es seien AA^A^^ 
BB^B2iCC^C2 Gruppen der festen Kette, die beiden letzteren aus n + l 
verschiedenen Punkten bestehend; A^ sei von AA^ getrennt. Die Kette 
entsteht aus den Büscheln 

BB,,AA, Ä A^.B^ 

und zwar entsprechen die nach Cg fQhrenden Ketten einander. Es seien 
t^ und Tj die Tangenten derselben in B^ und ilgJ ^^ sei ^g di® Tangente 

in B^ der Curve 

BB^.A^.AA,. 

Man beziehe die Büschel in B^ und A^ 

SO reell-projectivisch, dafs die Strahlen B^k. und A^l^ einander entsprechen. 
Alsdann ist r^ (§ 58) die Tangente der Kette AA^A^^^BB^B^, CC^C^ im 
Punkte A^. Bezieht man auf die zweite Kette die gestrichenen Buch- 
staben, so entsteht ganz analog die Tangente r^. Es müssen aber, weil 
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B^ und B[ einfache Punkte ihrer Gruppen BB^ und B'B^ sind, t^ und t'^, 
t^ und *2 (§ 39), endlich auch (§ 5) t^ und r^ einander nahe liegen. Man 
zeigt nun mit Hülfe von § 2 a, Zusatz sehr leicht, dafs auch r^ die Tan- 
gente der Kette A'A[A;^,B'BlB;^yC'C{C^ im Punkte A^ bei der Tan- 
gente Tg gelegen ist. 

Ein Specialfall des Satzes entsteht, wenn man zwei Punkte A2 , A^ 
einander nähert und beide durch Ketten mit den beiden festen Gruppen 
BB^B^'iCC^C^ mittels Ketten der durch sie bestimmten involutorischen 
Ebene verbindet. Ihre Tangenten in A^ und A^ liegen einander nahe, 
wenn A^ nicht ein singulärer Punkt der Involutionsebene ist. Man braucht 
nur B'^B^B^ und C[C!^C^ mit B^B^B und C^C2C zusammenfallen zu las- 
sen, um zu diesem Resultat zu gelangen. 

Nunmehr sind alle Sätze des zweiten Abschnittes von n auf n + 1 
übertragen und daher als unbedingt gültig erwiesen. Wo wir bei ihrer 
Aufstellung eine Unbestimmtheit festhielten, kann jetzt eine apodictische 
Form gebraucht werden. So steht jetzt fest, dafs eine Involution nter 
Ordnung im Allgemeinen 2(n — l) Doppelpunkte hat, und dafs die An- 
zahl der singulären Gruppen nur dann kleiner als 2(n — l) ist, wenja sich 
Gruppen mit mehrfachen Punkten nachweisen lassen. 



Vierter Abschnitt. 
Neue Folge von Lehrsätzen über Involutionen. §§ 71 — 76. 

§ 71. Sind auf demselben Träger drei nicht derselben Involution 
angehörige Gruppen f/, F, W zu n Punkten gegeben und sind U^^V^ belie- 
bige Gruppen der Involutionen F, W und f7, TF, so haben die beiden Invo- 
lutionen U^ , Fj und ?7, F eine Gruppe W^ gemeinsam. Wird U^ festge- 
halten, so ändern sich F^ und TT^ projectivisch zu einander. 

Die beiden Reihen 

haben (§ 32) eine Gruppe WW^ von 2nPunkten gemeinsam. Sie gehört 
den Involutionen f7TF, FTFund U^W^ V^W gleichzeitig an; daher (§ 33, 2) 
ist TFj den Involutionen U^ , F^ und U , F gemeinsam. Ändert man U^ 
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in der Involution T, TT, hält Vy aber fest, so mufs nach § 33 W^ sich mit 
jener projectivisch ändern 2^. 

§ 72. Gehören drei Gruppen U^V^W zu n Elementen eines Trägers 
nicht derselben Involution an, so wird irgend ein Element E des Trägers 
von drei Gruppen U\V\W^ einer Involution (n — l)ter Ordnung zu 
Gruppen der Involutionen F, TT; TF, J7; Uj V ergänzt. 

Nach § 71 giebt es eine Gruppe von F, TT, die mit EU' und EV 
zu einer Involution gehört und daher ebenfalls das Element E enthält. 

§ 73. Durch zwei projectivische Involutionen desselben Trägers 
und gleicher Ordnung 

und eine dritte, zwei entsprechende Glieder verbindende U^V^W^Z^, . . . 
ist eine zu dieser perspectivische Schaar von Involutionen 

I) ^1 ^2 ^3 • ' • ' 1 2 3 • • • ' ^i ^2 ^z • • • > -^1 -^2 ^3 ' • • 

bestimmt, die sämmtlich unter einander projectivisch sind und paarweise 
dieselbe Coincidenzgruppe G von 2 n Punkten ergeben. Homologe Glieder 
reihen sich zu Leitinvolutionen 

die ebenfalls unter sich projectivisch sind, und von denen irgend zwei 
wieder die Coincidenzgruppe G ergeben. Die neue Schaar ist perspectivisch 
zu allen Involutionen U^U^U^, . . ^ ^1 ^2 ^3 • • • 5 ^* ^- ^* J^^e der beiden 
Schaaren heifst die Leitschaar der anderen. 

Die gewählte Bezeichnung soll auf die grofse Analogie hinweisen 
zwischen den in Discussion stehenden Gebilden und den räumlichen Re- 
gelschaaren. Eine Regelschaar kann man perspectivisch auf die Punkte 
irgend einer Leitgeraden beziehen. Ihre einzelnen Geraden aber kann 
man unabhängig davon zu der Leitschaar perspectivisch, also zu einander 
projectivisch setzen. 

Da den Involutionen U^V^.G und U, V^ , U^ W^ die Glieder U^ V, 
(§33) und U^Uy (ibid. Z. 2) angehören, so mufs (§72) ein bestimmtes 
Glied UyW^ der Involution U^Uj^ , Ui^x zugleich auch in U^W^^ G 
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liegen. Da ebenso U^ Z^ der Involution Uj,Z^,G angehört, U^^Vj^jW^j 
Z^, . . . aber Glieder derselben Involution wter Ordnung sind, so ist (§ 33, 3) 

und G die Coincidenzgruppe dieser Reihen. 

Andererseits gehören den Invohitionen U^W^^G und C/j W^ , G 
die Gruppen W^U^^ und W^ü^ an, und es mufs also (§ 33, 2 und 72) 
Ü^W^ zu U^W^ und U^W^y W^ zu W^ und W^ involutorisch liegen. Da- 
her ist nun 

G ist die Coincidenzgruppe auch dieser Reihen (§ 33, 3), da sie allen In- 
volutionen U^W^ , Uj,W^ angehört. 

Haben zwei, und folglich alle Involutionen einer Schaar eine Gruppe 
W entsprechend gemein, so haben (§ 71) die Involutionen der Leitschaar 
die Gruppe W^ der übrigen Coincidenzpunkte entsprechend gemein. 

Sind* die Reihen I nur verschiedene Anordnungen 

derselben Involution nter Ordnung, denen die Gruppen A und B ent- 
sprechend gemeinsam sind, so sind auch die Leitinvolutionen 

ABUJ^W^... ; ABU^V^W^... ; ABU^V^W^... 

nur verschiedene Anordnungen derselben Involution, denen ebenfalls die 
Gruppen A und B gemeinsam sind. 

§ 74. Die Coincidenzgruppen ?7,F, TF,Z, ... zu m+n Elementen 
zwischen einer festen Involution M^M^M^M^. .. mter Ordnung und den 
zu ihr projecti vischen Involutionen 

nter Ordnung einer Schaar bilden eine zu allen Leitinvolutionen Uj, V^ 
Wy^Z^ . . . projecti vische Involution (m + n)ter Ordnung. 

Durch ein Element A^ von M^ gehe die Gruppe W^ der Leitinvo- 
lution U^V^W^. . . und das Glied W von U , V; diese aber seien die Coin- 
cidenzgruppen zwischen M^M^M^ . . . und £/j C/g C/ß . . . resp. V^V^V^ . . . 

Man setze 

ÜVWZ... A U^V^W^Z^... 1) 

Math, Äbh. nicht zur Akad, gehör, Gelehrter, 1887. L 14 
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Durch die beiden Involutionen 

wird eine Schaar von projecti vischen Involutionen definirt. Eine dritte 
Involution derselben geht von dem mit U und M,^ Uy nach der Voraus- 
setzung involutorisch liegenden Gliede M^ U^ aus. Da nun W und M^^ W^ 
ein Element A^ von M^ gemeinsam haben, so ist dasselbe allen Gruppen 
der von M^U^ ausgehenden Involution der Schaar gemeinsam. Von der 
Involution F, M^ V^ bestimmt aber A^ das Glied M^ T, . Mithin gehört 
irgend zwei Gliedern Z und M^Z^ eine Gruppe zu, die neben M^ ein 
Glied 3x von U^,V^ enthält. 

Die so entstehenden drei projectivischen Reihen 

Ä U,V,W,Z,... 

^^ haben mithin dieselbe Gruppe •/ von 2 (m -f- n) Punkte gemeinsam. Der 

" ,'"l dritten und zweiten Reihe ist aber augenscheinlich M^^ der ersten und 

' ^*^^^. dritten M-^ gemeinsam. Daneben enthält J noch eine unveränderliche 

^^-^ Gruppe H von 2 n Elementen. Dieselbe ist, wie auch A gewählt wird, 
^ ^"^^ den projectivischen Involutionen U^^W^Z^. . . und C^xF^SBxSx • • • g®* 
meinsam. Also (§ 73) gehören alle diese Involutionen einer und der- 
selben Schaar an; H mufs dann auch die gemeinsame Coincidenzgruppe 
ihrer Leitinvolutionen 

sein. Mithin fällt H mit (?, SB^ ^^i* ^x? Z\ ™it 3x zusammen. 
Z ist nun (§ 33, 3) das Erzeugnifs der Reihen 

MyM^M<^ . . . Ä ZyZ^Z^ . . . , 

weil sie gleichzeitig als Gruppe den Involutionen 

M^Z^.M^Z^ ; M^Z^.M^Z^ ; M^Z,,M,.Z^;,.. 

angehört. Da noch die Beziehung 

VVWZ,.. Ä U^V^W^Z^... 

obwaltet, so ist der Lehrsatz erwiesen. Mit jeder Leitinvolution hat 
TJ V WZ . . . aufser der Gruppe G noch das ihr zugehörige Glied der 
Reihe M^M^M.^ . . . gemeinsam. 




rein geometrischen Theorie der algebraischen ebenen Curven. 107 

§ 75. Sollen alle Gruppen einer Involution nter Ordnung G^H^ , 
02^2» ohne dafs ihnen Elemente gemeinsam sind, Gruppen einer Invo- 
lution Gl, Gg niederer, mter Ordnung umfassen, so mufs ihre Ordnungs- 
zahl ein Vielfaches rm von m sein. Ihre Glieder setzen sich aus je 
r Gruppen der genannten Involution zusammen, denen in einem auf die 
Involution mter Ordnung projectivisch bezogenen, einförmigen Gebilde je 
eine Gruppe einer Involution rter Ordnung entspricht. 

Der Satz wird für Zahlen, die kleiner als n sind, vorausgesetzt. 
Die Gruppen der Involution ergeben sich als Coincidenzgruppen der Reihen 

Irgend eine dritte Gruppe G^ kann einer Involutionsgruppe von H^ G^ , 
JETgög nur dann angehören, wenn sie zugleich in einer Gruppe ^3 der 
Involution H^^H^ vorkommt. Daher kann n — m nicht kleiner als m 
sein. Sind n — m und m einander gleich, so dürfen sich die Involutionen 
H^yH^ und (7j,Ö2 nur durch die Anordnung unterscheiden. Bezieht man 
die Involution auf ein einförmiges Gebilde projectivisch, so erhält man 
aus H^H^^^ ' ' ' ^^^^ feste Reihe A^-Ag©! ... , auf welche alle möglichen 
Anordnungen B^B^^i . . . bezogen werden. Sie haben ein Paar der In- 
volution A^Bi^ A^B^ gemeinsam, welches sich prospectivisch mit (5^ än- 
dert. Zu diesen Paaren hat man die entsprechenden Gruppenpaare der 
Involution G^^G^ aufzusuchen, um die untersuchte Involution zu erhal- 
ten. Allgemein mufs n — m ein Vielfaches (r — l)m von m sein. H^^H^i 
^3, . . . bestehen aus je r — 1 Gruppen. 

der Involution G^ , G^. In dem einförmigen Gebilde entspricht der In- 
volution (r — l)mter Ordnung die Involution (r — l)ter Ordnung 

A' A" /l^»—!) A'A" 4('—i) A* A'* yl^»'-!) 

Sie hat mit den verschiedenen Reihen 

Gruppen der Involution A^A^ ... A^"^^ , A^A!^^ . . * ^2^*^ gemeinsam. Die 
so entstehende Gruppe mufs sich projectivisch zu dem -^3^43 . . . ^43"'*^ ent- 
sprechenden Gliede 21^ verändern, also auch projectivisch zu der (73(73 
. . . Ö3~^^ zugeordneten veränderlichen Gruppe ©3 und endlich zu der 

14» 
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Gruppe H^G^ der Involution H^G^^H^Gc^. Aus jeder Gruppe der In- 
volution A^A^ . . . A^l"^^ ; iigilg • • • -^2 ~*^ erhält man die entsprechende 
der untersuchten Involution, indem man die r ihren Elementen entspre- 
chenden Gruppen von G^^G^ aufsucht. H^G^^H^G^ ist also gleichsam 
eine Involution rter Ordnung, aber gebildet aus den Gruppen einer In- 
volution mter Ordnung als Elementen. 

§ 76. Von den singulären Gruppen der allgemeinen Involutionen 
nter Ordnung. 

Ein Involutionsfeld nter Ordnung hat stets 2(n — i) Doppelpunkte, 
wenn man übereinkommt, in einem J9 fachen Punkt irgend einer Gruppe 
p — 1 von ihnen zu vereinigen. 

Man setze, wie früher, (§ 53 ff.) 

D^D^A^B^ . . . A DyD^A[B[ • . . , 

so entsteht aus der gegebenen Involution ^4^4^ ,55^ , (S6i die projecti- 
vische A! A[ , B'B[ , GC[, Zwei entsprechenden Gruppen EE^ und E^E[ 
ist der Punkt D^ gemeinsam. Von der Gruppe D^^ der Involution AA^^ 
A! A[ geht eine Involution 

D^^ , D^f& , Z)^©' , 2)22)' , Z)2@' , . . . 

der durch beide projectische Involutionen bestimmten Schaar aus. Läfst 
man A[ sich A^ unbegrenzt nähern, so geht die Involution ST, 35',©' ,.. . 
in eine andere mit AA^^BB^^CC^^ . . . projectivische Involution (n — l)ter 
Ordnung S( , 35 , (5, - . . über, die aufser Dy noch eine Gruppe von 2(n — l) 
Punkten mit jener gemeinsam hat. @ ist aber nichts anderes als die 
Doppelpunktsgruppe der Involution /)-. , CC^ und hat daher nach der 
Entwickelung des § 56 in jedem p fachen Punkte von CC^ selbst einen 
(p — l)fachen Punkt. G gehört alsdann zu jeder Involution SICC^,©^^!- 
Da jDp in der ersteren Gruppe jjfach, in der letzteren aber nur (p — l)- 
fach enthalten ist, so kann G aufserhaJb D^ nicht mehr als 2n — p — 1 
Punkte enthalten. Aber noch zu unendlich vielen anderen Involutionen 
nter Ordnung steht Sl , 35 , S . . . in ganz derselben Beziehung, wie zu 
AAy^BBy^ CCy , . . . Alle Involutionen 

1) AAy , BB{ , C'C[ ... ; AAy, B"B';, C'C; . . . ; u. s. w. , 

bei denen die entsprechenden Gruppen ^^ 
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2) BB^ , BfB[,F'Bl ... ; CC^, C'C[ , C"Ci ... ; DD^ , UD^, U'D^ . . . 

je mit D\ in einer Involution liegen, genügen dieser Bedingung. Da als- 
^ . dann die Involutionen 1) zu einer Schaar gehören (§ 73) , so bilden ihre 
L ij Coincidenzgruppen mit der einen Reihe Sl , 33 , 6 , 2) . . . eine Involution 
/ G'G"G"' ... (2n — l)ter Ordnung. Wenn man AA^ ohne Doppelpunkte 

voraussetzt, so haben G^G^^G^'^. . . nur D^ gemeinsam. G' kann daher, 
auch wenn die zugehörige Involution beliebig nahe bei der gegebenen 
liegt, 2n — 1 verschiedene Punkte enthalten. Betrachtet man ff als Glied 
der Involution ^C'C[jQA'A[, so sieht man, dafs p^ — i verschiedene 
Punkte von ihr bei i)^^ und analog bei jedem ^fachen Pmikt der älte- 
ren Involution p — i ihrer 2(n — l) verschiedenen Punkte liegen. Daraus 
folgt der Lehrsatz. 
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Drittes CapiteL §§77-119. 

Die Involutionen höheren Ranges. 
Erster Abschnitt. 

Die Invohitionsnetze. §§ 77 — 86. 
§§ 77 — 80. Das Involutionsnetz zweiter Stufe. 

§§77. Drei Gruppen f/i , C/g » ^3 ^^ j^ n Elementen desselben Trä- 
gers gehören entweder zu einer Involution, oder sie bestimmen ein Invo- 
lutionsnetz zweiter Stufe oder Mannigfaltigkeit. Dem letzteren gehören die 
Gruppen C/4 , f/5 , C/g, . . . der Involution U^^iU^ an, ferner die Gruppen der 
Involutionen U^^U^\ U^,U^\U^^U^\... . Irgend zwei der Gruppen bestim- 
men eine Involution, die dem Netze ganz angehört und irgend zwei solche 
Involutionen haben eine Gruppe gemeinsam. 

Die von irgend einer Gruppe U ausgehenden Involutionen bilden 
ein Involutionsbüschel. Auf allen Involutionen des Netzes bestimmt es 
unter einander projectivische Reihen, und wird zu diesen projectivisch 
gesetzt. 

U'^ und C/^ seien zwei Gruppen des Netzes, welche den Involu- 
tionen U^^U^ und U^^U^ angehören. Die Involutionen U^^U^ und Ü^,U'^ 
haben (§ 71) eine Gruppe U mit einander gemein. Setzt man nun 

UUiUl^Ul... Ä uu^u.u,... , 

so ist den Involutionen (Beweis zu § 71) U^^Ul; U^^ C/^; ... U^jU[ die 
Gruppe C/j gemeinsam, und daher liegt jede Gruppe von U*^^U'^ im 
Netze. Zwei beliebigen Involutionen des Netzes gehört eine Gruppe 
gleichzeitig an. Denn sie haben mit U^ , U^ die Gruppen Ul und ?7J,', 
mit C/j , U^ die Gruppen Ul und (7" gemeinsam. Nach § 7 1 giebt es eine 
Gruppe f/', die gleichzeitig U[ , U^ und C/^', U'l, angehört. Setzt man nun 
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uiüiuiu'... Ä u:u':ü':ü' . . . , 

so liegen irgend zwei entsprechende Gruppen dieser projectivischen In- 
volutionen mit C/j in je einer Involution. Das Involutionsbüschel mit dem 
Träger U-j^ triflPt daher alle nicht durch U^ gehenden Involutionen des 
Netzes in projectivischen Reihen und kann daher zu ihnen perspectivisch 
gesetzt werden. Von jedem anderen Involutionsböschel des Netzes gilt 
dasselbe, wie von dem mit dem Träger U^^^. 

§ 78. Irgend ein Element E des Trägers wird durch die Gruppen 
einer Involution (n — l)ter Ordnung zu solchen des Netzes ergänzt. 

Denn man kann die Gruppen als angehörig den Involutionen Ui^U^i 
C^i 5 ^3 5 ^1 ? ^4 ; • • • betrachten, eine von ihnen aber als Glied der Invo- 
lution C/g, Uq oder U^^ü^. Aus § 72 ergiebt sich also, dafs E durch Gruppen 
derselben Involution (n — l)ter Ordnung zu Gliedern von ?7i , C/g ; &2 ' ^x 5 
U^ , U^ ergänzt wird. 

§ 79. Zwei in demselben Netze enthaltene projectivische Involu- 
tionsböschel £/j und ü^ heifsen perspectivisch, wenn die Involution ü^ , [7* 
sich selbst entspricht. Zugehörige Involutionen treffen sich in Gruppen 
einer anderen Involution des Netzes. 

Es mögen zwei entsprechenden Involutionspaaren die Gruppen V^ 
und Fg gemeinsam sein, V^ , V^ und ü^ , ü^ aber sich in V^ treffen. Die 
Büschel bestimmen auf V^^V^ projectivische Reihen, denen F^ , Fg , Tg 
gemein sind, und die daher zusammenfallen. 

§ 80. Zwei Involutionsnetze sollen zu einander collinear heifsen, 
wenn jeder Gruppe eine Gruppe, jeder Involution eine projectivische, 
jedem Involutionsbüschel aber ein projectivisches in dem zweiten Netze 
entspricht. 

Wenn vier Gruppen t/j , C/2 , C/ß , U^ eines Netzes, von denen keine 
drei einer Involution angehören, ihre entsprechenden F^ , Fg , F3 , F^ un- 
ter derselben Beschränkung beliebig zugewiesen sind, so ist die coUine- 
are Beziehung vollständig gegeben« 

Haben zwei coUineare Involutionsnetze mehr als drei entsprechend 
gemeinsame Gruppen, so haben sie eine ganze Involution und eine Gruppe S 
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aufserhalb derselben mit einander entsprechend gemein. Zwei zugehörige 
Gruppen liegen alsdann mit S in je einer Involution. 
Den Involutionsbüscheln 

1) U^(U^Ü^U^...) und U^dU^U^Ü^ . . .) 
entsprechen die Büschel 

2) V,(V,V^V^ . . .) und V,(V,r^V^ . . .) . 

Eine Gruppe U des ersteren Netzes bestimmt zwei Involutionen der Bü- 
schel 1). Die zugehörigen Involutionen der Büschel 2) aber haben die ihr 
entsprechende Gruppe V gemeinsam. Sind die ersteren Büschel perspec- 
tivisch, so sind es auch die letzteren. Jene treffen sich in einer Invo- 
lution des ersten Netzes, und diese in der entsprechenden und zu ihr 
projectivischen Involution des zweiten Netzes. Jedem Involutionsbüschel 
entspricht nun ein projectivisches des zweiten Netzes. 

Zwei in einander liegende coUineare Netze müssen zusammenfallen, 
wenn vier Gruppen, von denen keine drei in einer Involution liegen, mit 
ihren entsprechenden zusammenfallen. Liegen drei sich selbst entspre- 
chende Gruppen in einer Involution ?7 , F, so ist dieselbe beiden Netzen 
entsprechend gemein. Zwei entsprechende Gruppen U^ und V^ bestim- 
men nun eine sich selbst entsprechende Involution, auf der aufser ihrer 
mit ?7, V gemeinsamen Gruppe noch eine zweite sich selbst entspre- 
chende S liegt. Jede von S ausgehende Involution fällt mit ihrer zuge- 
hörigen zusammen, da sie mit (7, V eine zweite sich selbst entspre- 
chejide Gruppe gemeinsam hat. 

§§ 81 — 86. Das Involutionsnetz /xter Stufe. 

§ 81. Durch M+ 1 Gruppen ü^yU^^ . . , U^^^ desselben Trägers 
aus je m Elementen, die nicht demselben Netze (jx — i)ter Stufe angehören. 



^^ t"^"^*' L C%>JL- 4 'yit ^®* ^^^ ^^*^ ^^^ Stufe oder Mannigfaltigkeit bestimmt. In demselben liegt 

.J^ das aus C/g , C/3, . . . C/^^.i zu bildende Involutionsnetz (jx — i)ter Stufe, und 

/ /7 das U^ mit ihren Gruppen verbindende Involutionsbündel. Irgend v Grup- 

/ ^ *'^^''^'^<'-'-f#'MLA^pen U[ , U2, » - - Ul bestimmen ein ganz in dem ersteren enthaltenes Netz 

/ höchstens der (y — i)ten Stufe. Zwei von diesen Netzen, vter und §ter Stufe, 

O ; {i^r^C^ ' haben ein Netz wenigstens (v+^ — M)ter Stufe gemeinsam, wofern v-|-^ 

/ ^ jLi ist, also wenigstens eine Gruppe, wenn v -[- ^ gleich fx ist. k Netze Miter, n 
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jUgter, ... jUjter Stufe, die alle in einem Netze juter Stufe enthalten sind, 
haben ein Netz wenigstens («^i + MgH- . . . /ix,^ — kfJi) ter Stufe gemeinsam. 

Die Gruppen C^^+a ? ^l+z mögen mit üj und zwei beUebigen Grup- 
pen f/^+2 5 ^MH-3 ^ös Netzes Ü^Uq . . . U^^^ zu Involutionen gehören. Jede 
Gruppe von U'^^^ , U'^+z li^g* (§§ '^'^) ^^t ^i^^r von C/^^^ , U^^^ involu- 
torisch zu U^ und gehört mithin zum Netze. Ul^^ , ^i+» ^^d U^^^ , C/^^.j 
haben eine Gruppe gemeinsam. Jede aus Gruppen des jufachen Netzes 
zu bildende Mannigfaltigkeit gehört demselben ganz an. Das Netz kann 
auch mit Hülfe einer beliebigen Gruppe F^ desselben und des Netzes 
(ji — l)ter Stufe U^U^ . . . U^^^ bestimmt werden, da jede Involution F^, U' 
das Netz triflft. 

Es möge irgend ein Netz a ter Stufe aus den a + 1 Gruppen Fj , 
Fg, . . , F^^j entstehen und F^ aufserhalb U^U^ . . . U^^^ liegen. Auf letz- 
terem werden durch Vi'iV^\ ^i^^a? • • • ^11 ^«+1 die a Gruppen TFg , TF3 , . . . 
W^«+i eines Netzes (a — i)ter Stufe bestimmt, das also den Netzen FjF2 
. . . F^^j und C/gC^s ... Z7^+i gemeinsam ist. 

Irgend ein Netz Fg Fg . . . F^^^ (u — l)ter Stufe und eine Gruppe F^ 
aufserhalb desselben, die beide in dem Netze jixter Stufe enthalten sind, 
sind zur Herstellung desselben nothwendig und hinreichend. Jedenfalls 
haben Fj ^V^ und V^V^ . . . V^^^ mit U^U^. . . ?7^^.j eine Gruppe W^ und 
ein Netz (jx — 2) ter Stufe TF3 . . . TF^^^ gemeinsam. Jede Involution W^ , U 
von U^U^ . . . U^^^ trifft TF3 . . . TF^+i in TF, und daher F^, U die Involu- 
tion F2 , W von FgFg... F^^j in F. Beide Bestimmungen, aus F^ und 
iTgC/g... ?7^^j und aus F^ und V^V^... ^m+i> sind also vollkommen 
gleichbedeutend. Ein Netz (^ — l)ter Stufe hat daher mit jedem einzel- 
nen ater Stufe ein Netz (a — i)facher Mannigfaltigkeit gemeinsam. 

Ein beliebiges Netz /3ter Stufe kann man als Theil eines Netzes 
(jLt — l)ter Stufe ansehen. Wenn zwei Netze /3ter und (a — i)ter Stufe, die 
in einem Netze (u — l) ter Stufe liegen, wenigstens ein Netz (/3-+-a — jn)- 
ter oder (/B + a — 1 — fx+i)ter Stufe gemeinsam haben, falls /B + a — 1 
nicht kleiner als |u — 1 ist, und keine Gruppe gemeinsam zu haben brauchen, 
wenn /B + a — 1 kleiner als jit — 1 ist, so ist ein Netz mindestens der Stufe 
/3-+-a — jLt auch zwei Netzen /3ter und ater Stufe gemeinsam, wenn beide 
einem dritten i^tter Stufe angehören. Weil nun bereits gezeigt ist, dafs ein 
Netz (f — l)ter Stufe und eine Involution wenigstens eine Gruppe gemeinsam 

Math, Abh, nicht zur Äkad. gehör. Gelehrter, 1887, L 15 



114 E. K ö T T B R : Grundzüge einer 

haben, wenn sie demselben Netze ^ter Stufe angehören, so folgt der auf- 
gestellte Satz durch einen Schlufs von m — 1 auf ^l. Durch Ä: malige An- 
wendung des Satzes folgt, dafs A Netzen der Stufen f^i , f^2 ' • • • "^t ®^^ *^" 
deres wenigstens der Stufe ^^^^ = jtXj + jw^ -f- , . . ß^ — ui(Jc — l) ge- 
meinsam ist. Setzt man z. B. 

i^i = ^2 = • • • Mi = /^— 1 ; Ä: = H, so folgt ^t^^j = 0, 

und daher haben irgend ^ in demselben Netze Mter Stufe enthaltene 
(jx — i) fache Mannigfaltigkeiten stets wenigstens eine Gruppe mit einan- 
der gemein 24. 

§82a. Alle a fachen Netze, welche dasselbe Netz V^V^ . . . V^ 
gemeinsam haben, gehören zu einem Netzbündel (jjl — a)ter Stufe. Jede 
(jLt — 2)fache Mannigfaltigkeit V^V^. . . V^_/\n U^U^* • > ü^^^ bestimmt ins- 
besondere ein Büschel von Netzen (jx — i)ter Stufe. Fj Fg . . . F„ resp. 
Fj Kj . . . F^_j heilst der Träger des Bündels beziehlich des Büschels. 

ß. Zwei Netze V^V^ . . . F^^^ und U^U^ ^ - - ^a+i ^^^r Ordnung 
und ater resp. /3ter Stufe, die einem Träger angehören und keine Gruppe 
gemeinsam haben, bestimmen ein Netz N (a + /3 + i) ter Stufe , dem sie 
selbst und die Netzbündel angehören, welche je das eine mit den Grup- 
pen des anderen verbinden. Irgend eine aufserhalb der gegebenen Netze 
in N liegende Gruppe kann nur durch eine Involution mit zwei Gruppen 
derselben verbunden werden. 

m Netze a^tevy «2*^^? • • • ^m*®** Stufe bestimmen ein Netz höchstens 
(«j-f- . . . a^ + m — l)ter Stufe, dem sie alle gleichzeitig angehören. 

Die adß bezeichneten Gebilde gehören sicher dem durch die Grup- 
pen C/j , t/g, . . . ü„^^ ; Fj , F^ , F3, . . . Vß^^ bestimmten Netz an (§ 81). Wäre 
nun dieses von geringerer als der (a •+- /3 + 1) Stufe, so hätten die ge- 
gebenen Netze der Voraussetzung zuwider eine Gruppe mit einander ge- 
mein. Irgend eine Gruppe W bestimmt mit dem ersteren Netze ein sol- 
ches U^U^. . . U^^JV (a 4- i)ter Stufe. Demselben gehört sicher jede In- 
volution ?7, F an, welche W mit zwei Gruppen U und F der gegebenen 
Netze verbindet. Ü^U^ * • • Ü„^^W und ^1^2 * ' ' ^ß+i ^^.ben nach § 81 
wenigstens eine Gruppe F gemeinsam und nur diese, da eine beiden ge- 
meinsame Involution, als gelegen in CT^C/g... U^+^W^ U^U^ . . . ^a+t 
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treflFcn und so eine nicht vorhandene gemeinsame Gruppe der gegebenen 
Netze bestimmen würde. F, W trifft CT^ t/g . . . C/„+j in einer Gruppe ü. 

§ 83, Irgend ein Element A des Trägers wird durch die Gruppen 
eines bestimmten Netzes (m — i)ter Ordnung und (iw — l)ter Stufe zu Grup- 
pen des Netzes mter Ordnung und juter Stufe ergänzt. 

Die genannten Gruppen kann man den Involutionen U^yü^iU^j 
U^;Ui,U^i . . . üi^U^^^j ein (ß — 2)faches Netz W^W^. . .W^ aus solchen 
Gruppen aber dem (/la — l)fachen Netze U^U^ • > - ^ß+i *ls angehörig be- 
trachten. Wenn man mit TT^ die A enthaltende Gruppe von U^ , U^ be- 
zeichnet 5 so sind (§ 72) die betrachteten Gruppen Glieder des Netzes 
W^W^...W^ (^— l)ter Stufe. 

§ 84. Zwei Netze gleicher Stufe heifsen coUinear, wenn jeder 
Gruppe eine Gruppe, jeder Involution eine projectivische, und folglich 
jeder im ersten Netze enthaltenen Mannigfaltigkeit eine coUineare in dem 
zweiten entspricht. 

Ein Involutionsbündel ist zu allen zu ihm perspectivischen Netzen, 
die seinen Träger nicht enthalten, coUinear. (Denn diese sind alle unter 
sich coUinear). 

Es seien U^U^ > - • ^a^i ^^^ l^i^2 • • • ^«+1 ^^^^ ^^ ^^^ Involu- 
tionsbündel mit dem Träger W^W^... TF^_« perspectivische Netze. Die 
(jjL — a) fachen Netze des Bündels, welche Gruppen U^^U^^Ui^^... der Involu- 
tion U^iU^ enthalten, gehören dem Netze TT^ TFg . . . W^^^U^Ü^ («^ — «H-l)- 
ter Stufe an, und treffen daher (§ 81) ^1^2 •••^«+1 ^^ Gruppen F3, 
F4, . . . der Involution F^ , V^. Wenn nun Fj , V^ und U^ , U^ eine Gruppe 
gemeinsam haben, also demselben Netze zweiter Stufe angehören, so trifft 
dasselbe in einer Gruppe W das Netz W^W^. ..W^_^^ das Bündel W^W^ 
. . . "^^.-«(^1 £^2 f^3^4 • • aber in den Involutionen TF, C/^^ , F^ ; TF, C/^, F^ ; 
TF, i/ß, F3; , . . Es sind daher die beiden Reihen perspectivisch (JJ^U^U'^. .. 
und Fj Fg F3 . • .). Wenn aber keine Gruppe U^ , ü^ und F^ , V^ gleich- 
zeitig angehört, so hat das beide umfassende Netz dritter Stufe (§ 82) 
mit W^W^... W^^^ eine Involution W ,W\ mit dem Bündel (TF^TF^ 
• • • "W^M-aXC^i ^gC^s^i • • •) diö Netze zweiter Stufe 

W^W"U^V^; W'WU^V^i WW'Ü^V^;... 

15^ 
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gemeinsam, weil alle Gebilde in dem Netze Qjl — a •+■ i)ter Stufe TT^ TTg . . . 
^M-a^i^2 liegen. Daher sind die InvolutionsbQschel W^U^U^U^U^.-.) 
und WXVj^r^V^V^...) zu der W'U^U^ und W^V^V^ gemeinsamen In- 
volution perspectivisch , mithin unter einander projectivisch. Sind aber 
je zwei Involutionen U^^ U^ und V^^V^ projectivisch, so müssen Ü^U^U^ 
. . . U„^^ und V^V^Vq . . . F"„^j coUinear sein. 

§ 85. Die coUineare Beziehung zwischen zwei Netzen juter Stufe 
ist eindeutig bestimmt, wenn ju-f- 2 Gruppen Z/^ , C/g , ... ?7^+2, von denen 
keine f^H-l demselben Netze (jjl — l)ter Stufe angehören, ihre entspre- 
chenden J^i , ^2 5 • • • ^H+» zugewiesen sind, 

Zusatz. Zwei in einander liegende coUineare Netze juter Stufe 
können daher, ohne identisch zu sein, mehr als itx + 1 Gruppen nur dann 
entsprechend mit einander gemein haben, wenn dieselben ein ganzes Netz 
vter Stufe (v<;/^) gemeinsam haben, oder mehrere getrennte Netze v^ter, 
Vgter, Vgter , . . . Stufe. 

Man hat zu setzen 

(U, ü,... U,.,)iü^ U^,, ü^,, . . Ä (F, F^ . . . V^^XV. n.. n., • • •) 

Irgend eine Gruppe U des ersten Netzes bestimmt jit Netze der links 
stehenden Büschel. Die |u entsprechenden Netze der Büschel rechter 
Hand treffen sich in der zugehörigen Gruppe F. Bezieht man die erste- 
ren Büschel auf einander vermittelst einer beliebigen Involution ?/' , ?7" 
des ersten Netzes, so sind sie perspectivisch und ihnen allen ist das Netz 
f/j f/g . . . ü^ entsprechend gemein. Auch die rechts stehenden Büschel 
werden dadurch in perspectivische Beziehung gesetzt und erzeugen die 
jener entsprechende Involution F' , F". 

Sind zwei coUinearen Netzen /xter Stufe, die ganz oder theils in- 
einanderliegen und deshalb gleicher Ordnung sind , i^ H- 2 Gruppen ent- 
sprechend gemeinsam, ohne dafs sie zusammenfallen, so müssen wenig- 
stens /i>t+l derselben einem Netze (jjl — l)ter Stufe angehören, weil sonst 
die obigen Büschel identisch gemacht werden könnten. Das ist aber nur 



rein geometrischen Theorie der algebraischen ebenen Curven. 117 

dann möglich, wenn in diesem, also auch in jenem, ein Netz vter Stufe 
sich Gruppe für Gruppe entspricht. Eine solche Beziehung ergiebt sich 
stets, wenn man i' + i unabhängige Gruppen ^^,^3? • • • ^r+i eines Netzes 
vter Stufe sich selbst und irgend zwei Netze (|w — vH-i)ter Stufe, die 
in einer anderen Gruppe A^^^ der ersteren sich treffen, einander zu- 
weist. Da alsdann je /m + 2 Gruppen A^^ . . . A^^^^B^^^^ . . . B^^^ und A^^ 
. . . i4^^j,jB^^2> • • • ^1+29 von denen keine fx + 1 in einem Netze (m — l)ter 
Stufe liegen, sich den einen und den anderen Beschränkungen gemäfs 
finden lassen, so können die coUinearen Gebilde noch eindeutig bezogen 
werden. Da A^^^ beiden Feldern gemeinsam ist, so ist ihnen das ganze 
Netz Aj^ . . . A^^^ entsprechend gemein. 

§ 86. Durch zwei coUineare Netze jixter Stufe und mter Ordnung 
(C/j C2 • • • ^M+Ä • • • coli. V^V^ . . . F^^j . . .) desselben Trägers und eine 
zwei entsprechende Gruppen verbindende Involution U^ ^1 l^i -^^i • • • ist 
eine zu dieser perspectivische Schaar zu jenen coUinearer Netze 

U^Uq. . . CT^^j . . . coli. V^V^. . . r^^j . . . , coli. TFj TFg . . . TT^+g . . . coli. 
ZiZg...^,^,... oder (U) coli. (F) coli. (TF) coli. (Z). 

bestimmt. Ihre homologen Glieder ordnen sict zu unter einander pro- 
jectivischen Leitinvolutionen 

Mit Ausnahme einzelner haben alle Netze der Schaar diejenigen Netze i?^, 
B^, . . • i?^ der Stufen ^^ , ^2, . . . a^ mit einander entsprechend gemein, die 
in den beiden gegebenen Netzen entsprechend zusammenfielen; (a^^ = 
bedeutet eine einzelne entsprechend gemeinsame Gruppe). Es giebt jedoch 
ein Netz, das nur noch von der (jjl — a^ — l)ten Stufe ist, R^^ nicht ent- 
hält, wohl aber iJ^, . . . 72^_^ , Ä^^^ , . . . Ä,. Zwei entsprechenden Ä^ ent- 
haltenden («;, + 1) fachen Netzen von U^U^U^-^^ ^h+2 ^^^ ^1^2 ^3* •* 
^M+a gehört eine Gruppe des singulären Netzes zu. 

Sollte die Ordnungszahl der betrachteten Involutionen kleiner als 
2f^ sein, so fügen wir allen Gruppen derselben eine Anzahl unveränder- 
licher Elemente hinzu, und erhöhen dadurch die Ordnung der Netze. Wenn 
die beiden Träger U und F der coUinearen Netze ein Netz S ater Stufe 
beide enthalten, in dem die entsprechend gemeinsamen Netze, R^ ^B^y . . • 
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jR, liegen/ und also zusammen in einem Netze R (2jex — a)ter Stufe liegen, 
so nehme man aufserhalb jR ein Netz S^ ater Stufe an. In dem Gebilde 
(a-f-jLtH- i)ter Stufe, dem Kund S^ angehören, kann man ein Netz jixter 
Stufe V annehmen, das weder mit S noch mit S^ und folglich auch nicht 
mit U eine Gruppe gemein hat. 

Das Gebilde V^V^V^ . . . V^^^ ersetzen wir durch das andere V[ V^ 
... f^^+8, welches zu S^(^V^V^ . . . V^+^) bezüglich F' perspectivisch ist. 
Es besteht dann die Beziehung 

ViV^V^ . . . VU, coli u,u,...u,^,. 

Wir beweisen den aufgestellten Lehrsatz zuerst für diese letzteren 
Netze. Irgend m- 1 der Involutionen F| , fT^ ; Fg , C/g ; . . . F^^^ ^ ^m-a 
constituiren ein Netz N (2 jut + l) ter Stufe. Denn in N liegen jedenfalls 
die Netze V^V^ . . . F^^^ und fT^C/g . . . ?7^+2, und diese möfsten gemein- 
same Gruppen haben (§ 81), wenn N von niederer als der (2iut + l)ten 
Stufe wäre. Mithin bestimmen auch (§ 81) irgend ijl von diesen Involu- 
tionen ein Netz (2fJL — l)ter Stufe und mit irgend einer Gruppe W aufser- 
halb desselben ein Netz 2|Liter Dimension. Das Involutionsnetz 2i:xter 
Stufe V[U^V;U^... VIU.W hat daher mit F;^,,fr,^, eine Gruppe 
TF^^j gemeinsam, nach § 81 wenigstens eine, und da V^jU^; F^^C/g;... 
^M+i > ^M+i ^^^ Netz (2iu-+- 1) ter Stufe constituiren, höchstens eine. Die 
Involution TT, W^^^ mufs nun, da sie mit Vl^ü-^i ^g) C^2 ; • • • ^l^U^ 
zu einem Netze 2 fx ter Stufe gehört, die letztere Mannigfaltigkeit in einer 
Gruppe W treffen. Hieraus folgt nun, wenn wir fx gleich 1 setzen, zu- 
erst, dafs in jedem dreifachen Netze von einer beliebigen Gruppe eine 
Involution ausgeht, die mit zwei beliebigen sich nicht treffenden Involu- 
tionen je eine Gruppe gemeinsam hat. Setzt man voraus, dafs durch TF' 
eine (u — l) fache Mannigfaltigkeit sich legen läfst, die mit ?7i , F[ ; f/g , 
Fg ;...(/„, F^ je eine Gruppe TF^ , TFg, . . . TF^ gemeinsam hat, so kann 
man durch W ein Netz jitter Stufe legen, das aufser den schon genann- 
ten Gruppen TF^, TFg, . . . TF^ noch die Gruppe TF^+j von W^^^, U^^^ 
enthält. Denn das vorige Netz (ß — l)ter Stufe und TF, W'^^^ bestim- 
men, weil sie eine Gruppe W gemeinschaftlich haben, nur ein Netz 
/Liter Stufe. 

Ein Schlufs von fx — 1 auf fx zeigt uns daher, dafs die Gruppe W 
mit |u+ 1 Gruppen W[,W^ ,... W^^, von U^,V[;U^, F^; U^^V^i ... 
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^a+i> ^M+i durch ein Netz ^ter Stufe verbunden werden kann. Fällt 
W mit einer Gruppe TT^+j von fZ^^, , Vl^^ zusammen, so giebt es jeden- 
falls nur ein Netz 

FJT^^T^^.. Wl^.WU, oder (W) 

Wäre nämlich 

W';W^W^...W:W:^,...WU,WU, oder (W") 

ein zweites Netz der verlangten Art, so könnte doch W'^Wl^W'^ . . . W'^ 
das Netz TFj[ TTg . . . TT^ . . . TT^+i nicht treflfen, weil sonst das Netz, wel- 
ches aus den Involutionen W^jW'^ oder ?7i, l^i, TTgjTTg ^der Ü2 5^2j-** 
WL,W: oder U^ ,V: , Ü^^^W:^, oder CT".,,, F;^, , . . . endlich U^,,, 
Trj^.j oder f/^^j , Vl^^ hervorgeht, höchstens von der (jw + a— 1 -^-M-a+l)- 
ten oder 2 litten Stufe wäre. Demnach hätten (TT*) und (TT") höchstens 
ein Netz Qjl — a)ter Stufe gemeinsam, dem die (jl — aH- 2 Gruppen W^^^y 
^1+2) • • • l^M+i > ^M+3 angehören mOfsten. Dann könnten aber U^^^, 
^L+il ^«+2> ^1+25 •• • ^M+2 5 ^^+9 nicht mit a — i anderen Involutionen 
zusammen das zu Grunde liegende Netz (2|Lt4-i)ter Stufe bestimmen. 
Da nun irgend /x + i der Involutionen U^ , V^ ; i/^ , FjJ; . . . U^+2 ? ^^+8 
dazu in der That genügen, so fallen (W) und (TT") zusammen. Die Netze 

welche von den verschiedenen Gruppen W^^^^^Z^^^^ ^m+2' • •• der Invo- 
lution ?7^+2 , f^I+2 ausgehen, sind aus denselben Gründen alle von einan- 
der verschieden. 

Die beiden coUinearen Bündel 

iZ[z;, . . . z:,,) (U^ u,u,... u,,;) cou. (Ziz^ . . . z:^,) (f; f- . . . f;,,) 

sind identisch, da nämlich U^ und V^ , C/g und Fg , C/g und F^, . . . t/^^, 
und F^^.3 je demselben Netze des Bündels Z[Z^. . .-Z^^^.^ angehören. Ir- 
gend zwei entsprechende Gruppen £/^+x und V^^^ liegen mithin mit Z'^Z*^ 
...Z^^j in einem Netze (jix4-i)ter Stufe; U^^^j ^m+x trifft das letz- 
tere Netz in einer Gruppe ^^+x, aus analogen Gründen aber TTiTTg... 
Wl^2 ; Z;Z2 . . . Z;^3 ; • . . in je einer Gruppe W^^^ , Xl^^ , . . Die ver- 
schiedenen Netze 

TT TT U TT TT ' V V V V 

w w w w 
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sind zu einander collinear, weil sie zu demselben Netzböndel perspecti- 
visch sind (§ 84). Ebenso sind die Leitinvolutionen 

TT p W X' 

ZU einander projeetivisch, da sie zu unendlich vielen Büscheln von Netzen 
2|Ltter Stufe perspectivisch sind. 

Der aufgestellte Satz gilt daher zunächst für die in allgemeiner 
Lage befindlichen Netze Ü^Uc^U^ . . . U^^^ und V[ V^ . . . V'^_^^. Wenn 
wir die Gruppen irgend eines Netzes TTiTTg . . . W^^^ der Schaar mit Sj^ 
durch Netze (aH-i)ter Stufe verbinden, so treffen diese das Netz R 
(2 IX — a)ter Stufe, in dem die gegebenen Gebilde liegen, in den Gruppen 
^1 > ^25 ' • • ^M+Ä eines zu W[W'^. . . W^^^ und damit zu U^ü^- - > U^^^ 
coUinearen Netzes. Auf gleiche Art entstehen aus den projecti vischen 
Leitinvolutionen ü^ V[W[Z[. . . \ U^V^W^Z!^ ...;... die unter sich pro- 
jectivischen Leitinvolutionen 

der untersuchten Schaar, deren Existenz hiermit nachgewiesen ist. Dafs 
keine zweite möglich, ist deswegen klar, weil die projectivischen Invo- 
lutionen unendlich vieler Schaaren homologe Gebilde der verschiedenen 
Netze sein müssen. 

Es ist noch zu erwägen, ob einzelne Netze der Schaar ausarten 
können. Dies tritt nur bei der Projection eines Netzes X^X^X^ . . . Xl^^ 
ein, das mit S^^ ein Netz Rl a^ter Stufe gemeinsam hat und also mit S^ 
in einem Netze (« + /ix — öt^)ter Stufe liegt; die Projection findet sich folg- 
lich in einem Theilnetze von R der Stufe 2fJL — a-+-a-+-|Lt — a^^ — 2fJL — 1 
= |u— a^— 1 gelegen. Jede Leitinvolution der Hülfsschaai*, welche von einer 
Gruppe von Rl ausgeht, hat mit R eine Gruppe ü^ gemeinsam und alle 
ihre Gruppen werden von Sj aus in dieselbe projicirt. Sie ist demnach 
den beiden gegebenen collinearen Netzen und überhaupt allen regulären 
Netzen der Schaar entsprechend gemein. Nur der Träger (^ — a^ — l)ter 
Stufe enthält das Netz jRj, nicht, das so aus Rl entsteht, oder correcter 
ausgedrückt: Nur den Gruppen aufserhalb R^ gehören in dem ausgear- 
teten Netze bestimmte Gruppen zu, diejenigen aber, welche Gruppen von 
Äj, entsprechen, werden völlig unbestimmt, und man sieht daher ganz 
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von ihnen ab. Andererseits gehen ganz offenbar von allen und nur von 
entsprechend gemeinsamen Gruppen der gegebenen Netze Leitinvolutionen 
der Hülfsschaar aus, die S^ treffen. Von einem entsprechend gemeinsa- 
men Netze Äx ausgehende Leitinvolutionen haben dabei mit S^ wiederum 
ein Netz a^ ter Stufe gemeinsam , das emem Gliede der Hülfsschaar voll- 
kommen angehört. Für jedes entsprechend gemeinsame Netz der gege- 
benen coUinearen Gebilde giebt es ein Glied der Schaar, das alle anderen 
sich selbst entsprechenden Netze, nur nicht dies besondere, mit den bei- 
den gegebenen gemeinsam hat^^. 



Zweiter Abschnitt. 

Die Involutionen zweiten Ranges. §§ 87 — 98. 

§ 87. Die entsprechenden Involutionen zweier projectivischer aber 
nicht perspectivischer BOschel 

desselben Netzes wter Ordnung und zweiter Stufe treffen sich in den 
Gruppen W^^W^^W^^. . . einer zu ihnen perspectivischen Involution wter 
Ordnung und zweiten Ranges, der auch die Gruppen TJ und V angehören. 
Alle BOschel, welche die Reihe W^W^W^. . . von Gruppen der Involution 
zweiten Ranges aus projiciren, sind zu einander projectivisch und kön- 
nen zu ihr perspectivisch gesetzt werden. Durch fünf Gruppen, von 
denen keine drei derselben Involution (ersten Ranges) angehören, ist eine 
Involution zweiten Ranges bestimmt 2^. 

Mit jeder Involution des Netzes hat dies Gebilde zwei Gruppen 
gemeinsam. Insbesondere ist jedes Element des Trägers in zwei Grup- 
pen enthalten. 

Auf einer beliebigen Involution des Netzes bestimmen die Büschel 
U und V projectivische Reihen. Ihre beiden gemeinsamen Gruppen ge- 
hören zugleich der Involution zweiten Ranges an. Daher enthalten auch 
zwei Gruppen ein beliebiges Element des Trägers, indem dasselbe (§ 78) 
eine specielle Involution des Netzes bestimmt. Die beiden Gruppen fallen 
für specielle Involutionen des Netzes zusammen. Die Involutionen, welche 

Math, Abh nicht zur Akad, gehör. Gelehrter, 1887. L 16 
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?7, F je in den Büscheln ü und V entsprechen, begegnen der Involution 
zweiten Ranges nur in ü und V und sind die Tangenteninvolntionen in 
diesen Gruppen. 

Die beiden Büschel 

ü(W,W^W^ . . .) -K V(W,W^W^...) 

bestimmen auf TF^ , W^ und TF^ , TF3 perspectivische Reihen. Die Invo- 
lutionen, welche entsprechende Gruppen verbinden, gehen daher (§ 77) 
alle durch eine feste Gruppe Z. U ^W^ und F, TF3 sind aber solche 
Involutionen und enthalten daher Z. Jede durch sie gehende Involu- 
tion z hat mit W^ , W^ und W^ , TF3 Gruppen gemeinsam, deren Verbin- 
dungsinvolutionen mit U und F in einer Gruppe TF,^ der Involution zwei- 
ten Ranges sich treffen. Wq sei eine beliebige Gruppe derselben. Die 
Involutionen, welche von W^ und TF3 aus nach den z mit U ^ Wq und 
F , Wq gemeinsamen Gruppen führen, treffen sich in den Gruppen Wl einer 
zweiten Involution zweiten Ranges , der TFg , TF3 , U ^Y^ ferner W^ nach 
der Entstehungsweise von Wq^ angehören, und in der schliefslich diese 
Gruppe selbst, als der Lage Z^Wq entsprechend, liegt. Durch ?7,F,TFj 
ist aber die Beziehung der Büschel TF3 und TFg, und damit die zweite 
Involution zweiten Ranges bestimmt. Sie ist daher mit der ersten, auf 
welcher Wq ganz beliebig war, identisch. Da hiernach die Involutions- 
büschel, welche eine Involution zweiten Ranges W^W^W^W . . . mit ir- 
gend welchen ihrer Gruppen verbinden, unter einander projectivisch sind, 
so kann erstere zu diesen allen als perspectivisch bezeichnet werden. 
Eine durch fünf Gruppen U^V^W^jW^yW^ gehende Involution zweiten 
Ranges kann durch die beiden Büschel U und F erzeugt werden und ist 
daher eindeutig bestimmt. 

§ 88. Zwei projectivische Involutionen zweiten Ranges 

sind homologe GebUde ihrer coUinear bezogenen Netze. 
Denn es ist zu setzen 

U,(U,U,U^,..U) äV,(V,VsV^...V) 
U,(U,[I^U^...Ü) Ä V,(V,V,V^...V) 

Die Behauptung folgt daher aus § Sö^*^. 
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§ 89. Um zwei gegebene Involutionen projectivisch zu beziehen, 
kann man noch drei Gruppen der einen ihre entsprechenden in der an* 
deren beliebig zuweisen. Um auf eine gegebene Involution CTj CTg ^s ^4 
. . . U zweiten Ranges eine andere ViV^V^^V^ . . . V projectivisch zu be- 
ziehen, kann man noch vier Gruppen U-^^üi^j ü^yll^ der ersteren, von denen 
keine drei einer Involution angehören, vier Gruppen ^x»^2»^3?^4 unter 
derselben Beschränkung beliebig zuweisen. 

Im zweiten Falle muis 

sein. Zwei verschiedene Involutionen zweiten Ranges kann es nicht ge- 
ben, weil sonst, entgegen § 80, 

^1 »^2 ^3 »^4 f" coli. V.V^V.V^V 

sein könnte. 

§ 90. Durch irgend zwei zu einander projectivische Involutionen 
üi Ü^U^U^... und Fl Fg Fg F"^ . . . oder [J7] und [F] nter Ordnung 
und zweiten Ranges desselben Trägers und eine zwei entsprechende 
Gruppen verbindende Involution fTj V^W^Z^ ... ist eine zu dieser per- 
spectivische Schaar zu jenen projectivischer Involutionen zweiten Ranges 

A -X.J-X2-X3A4 ... A • • • 
oder 

m Ä[V]Ä[W]Ä[Z]A[X]Ä... 

bestimmt. Entsprechende Gruppen liegen in projectivischen Leitinvolutionen 

Haben die beiden gegebenen Involutionen eine Gruppe X^ entsprechend 
gemein, so ist eine zu den beiden gegebenen projectivische Involution 
ersten Ranges ein Glied der Schaar. Haben die beiden Involutionen zwei 
Gruppen X^ und Y^ mit einander gemeinsam, so giebt es entweder zwei 
gewöhnliche Involutionen in der Schaar, von denen die eine nur -X^, die 
andere nur Yq enthält, oder eine Gruppe, die mit je zwei entsprechenden 
Gliedern der beiden Reihen in einer Involution liegt. Sind drei Gruppen 
Xq , Yq und Zq den Reihen entsprechend gemeinsam , so kommen ent- 

16» 
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^ weder die drei Involutionen Yq^Zq^jZ^^X^ und X^^Yq in der Schaar vor, 
# — 'j- — ^ oder nur eine von ihnen, und die übrig bleibende Gruppe liegt dann mit 
^-^J*-'tit£Ä4>t4>tt>cJ je zwei entsprechenden involutorisch. 

/ T^r\ Man fasse die projectivischen Reihen (§ 88) als homologe Bestand- 

C^^r^uO/l pA/lA iWtheUe coUinearer Netze 

^\flt.M^kU^ U.U,Ü,U,U^... coli. V,V,V,V,V^... oder ((7) coli. (F) 

auf. Giebt es in ihnen keine ineinanderfallenden und folglich auch keine 
entsprechend gemeinsamen Gruppen, so ergiebt sich unmittelbar die Netz- 
schaar (§ 86), und als ßestandtheil die Schaar der Involutionen zweiten 
Ranges. Haben die beiden Netze eine, zwei oder drei gemeinsame Grup- 
pen, so ergeben sich eben so viele singulare Bestandtheile der Netz- und 
Involutionsschaar. 

In diesem Falle (vgl. § 86) müssen wir eine Hülfsnetzschaar (COC^O 
(TF')(Z') ... von einem Netze S' aus auf den Träger {JJV) der Gebilde [ü] 
und [F] projiciren. Von jeder den coUinearen Gebilden (JT) und (F) 
entsprechend gemeinsamen Gruppe A geht eine Leitinvolution der Hülfs- 
netzschaar aus, die S' in einer Gruppe AI trifft. Durch A' geht ein Glied 
(JT) der Netzschaar, der Träger eines Gliedes der Involutionsschaar. Die 
Involution J, in welcher (J7F) von dem Netze (Jf'iS') getroffen wird, ist 
ein singulärer Bestandtheil der Netzschaar (C^)(F)(TF) .... Lag A aufser- 
halb der Involutionen [f/] und [T], so trifft jedes Netz des Bündels S' 
das in (Jf') gelegene Glied \X!\ der Hülfsinvolutionsschaar in zwei ver- 
schiedenen Gruppen, und die Involution ersten Ranges J ist somit als 
Glied der Involutionsschaar TJ^TJ^TJ^TJ^. . . ^ V^ F^ F3 F^ . . . oder [?7] , [F] 
zweideutig auf die regulären Bestandtheile derselben bezogen. Ist aber 
A den Involutionen \U'\ und [F] entsprechend gemein, so gehört A' der 
Involution zweiten Ranges X\X!^X'^X'^ . . • an. Dieselbe wird daher von 
S' aus in eine zu \JT\ und [F] projectivische Involution ersten Ranges 
projicirt. Der Gruppe A wird in derselben die von A im Allgemeinen 
verschiedene Gruppe A^ zugeordnet, welche durch das X\Xl^Xl^X\^ ... in 
Ä berührende Netz des Bündels iS' ausgeschnitten wird. An und für sich 
wird die A zugeordnete Gruppe ganz unbestimmt. Eine solche Involu- 
tion erhält man für jede [C/] und [F] entsprechend gemeinsame Gruppe Xq, 
falls nicht etwa die beiden Collineationen, welche aus den projectivischen 
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Gebilden entspringen, eine Involution entsprechend mit einander gemein 
haben. Das kann jedoch nur dann eintreten, wenn zwei verschiedene 
Gruppen von [U] oder eine Gruppe und ihre Tangenteninvolution mit 
den entsprechenden Gebilden von [F] übereinstimmmen. Es giebt als- 
dann in dem Hülfsnetz S' eine Involution, die einem Netze (X') der 
Schaar (Ü),(^V') angehört. Alle Gruppen der ersteren werden von S' 
aus in dieselbe feste Gruppe P projicirt, die daher auch mit irgend zwei 
entsprechenden Gruppen von [U] und [V] involutorisch liegt- Ist noch 
eine weitere Gruppe [f7] und [V] entsprechend gemeinsam, wo dann 
beide Reihen Bestandtheile desselben Netzes sind, so erhält man drei 
verschiedene Involutionen Fq , Z^ ; Z^ , Xq und Jf^, Tq ersten Kanges in der 
Schaar, falls die beiden Netze keine weiteren Gruppen entsprechend ge- 
meinsam haben. Ist aber jede Gruppe von Yq^Zq beiden Netzen gemein- 
sam, so liegt eine Gruppe des Netzes mit irgend zwei entsprechenden 
von [IT] und [F] involutorisch und es ergiebt sich eine Involution ersten 
Ranges im Netze, die Xq enthält. 

Zusatz: Da entsprechende Glieder aller Involutionen einer Schaar 
in Involutionen ersten Ranges angeordnet liegen, entsprechend gemein- 
same Gruppen derselben allen nicht entarteten Gliedern der Schaar ge- 
meinsam sind, so ergeben irgend zwei Involutionen zweiten Ranges der 
Schaar dieselben gemeinsamen Elemente. Bei den singulären Bestand- 
theilen aber kann man von vorne herein feststellen, welche Coincidenzele- 
mente bei ihnen sich nicht vorfinden. 

§ 91. Das Gebilde U[^U^^U^^Ü^^. . . einer Involution ersten Ran- 
ges, in welches die Involution zweiten Ranges ü^ , ü'l ; JJ^ , U'^ ; U^ , J/g ; 
U^ , U^l\ . . . von einer nicht in ihr liegenden Gruppe A ihres Netzes aus 
projicirt wird, soll eine entartete Involution zweiten Ranges, diese aber ihr 
Zeiger genannt werden. Vermöge ihrer Zeiger können entartete Involu- 
tionen zweideutig auf Gebilde bezogen werden, die zum Zeiger projecti- 
visch sind. In jedem durch U[ , ü^ gehenden Netze zweiter Stufe kann 
man unendlich viele zum ersten projectivische Zeiger der entarteten In- 
volution zweiten Ranges finden. 

C sei eine Gruppe von n Elementen aufserhalb AUIU^- Auf ir- 
gend einem Involutionsnetze W^U^B zweiter Stufe des Netzes U'^U'^CA 
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bestimmt C^A die Gruppe B mid G{TJ^TJ\TJ^U'^ . . ^ die zur gegebe- 
nen projectivische Involution zweiten Ranges V^ V\ V^ V2 . . . Sie ist ein 
zweiter Zeiger der entarteten Involution, weil B^ F^, V'^]B, Fg , V^;B^ 
^3 j '^'s ; • • • i^ f^i ; ^2 ; ^3? • • • treffen. Von hier aus kann man wieder 
rückwärts unendlich viele in U^Ü^A gelegene und zu dem ersten pro- 
jectivische Zeiger auffinden. 

Sollte die Ordnung der entarteten Involution nicht höher als 2 
sein, so betrachten wir statt ihrer eine zweite, deren Glieder sich durch 
Zufflgung einer unveränderlichen Gruppe G von den ihrigen sich unter- 
scheiden ; sie wird dann aus dem Zeiger GU^^G U'{ ^GU^^G U^] . . . von 
GA aus projicirt. Für die Involution GUIjGU^jGU'^ gilt nun das 
Bewiesene. Für sie erhalten wir noch unendlich viele andere Zeiger im 
Netze GU[^GÜ^ ^GA und daher auch unendlich viele Zeiger für U[U2 
ü'^... in U^U^A. 

§ 92. Zwei entartete Involutionen zweiten Ranges und gleicher 
Ordnung U[U^U'^ . . . und V[V^V^ . . . ^ die demselben Träger angehö- 
ren, und deren Zeiger ü^ U'i U^ W^ U^ U'^ . . . und V^ V; V^ V; V^ V'^ . . . zu 
einander projectivisch sind, oder eine entartete und eine zu ihrem Zei- 
ger C^i ?7i C/g C/^^' i/g ?7 3 — projectivische Involution zweiten Ranges kön- 
nen als Glieder einer Schaar projectivischer Involutionen zweiten Ranges 
betrachtet werden. 

Nachdem nöthigenfalls durch Zufügung derselben constanten Gruppe 
zu allen vorhandenen die Ordnung genügend erhöht ist, nehmen wir aufser- 
halb des durch beide constituirten Netzes eine Gruppe W von n Elemen- 
ten an. UIU^U'^.., ist (§ 91) die Projection emes zu ü^ U'IU^ Ü'^U^ ü'^ 
projectivischen Zeigers TT^ TT'/ W^ W^ W^ TTg . . . von W aus. Im zweiten 
Falle constituirt derselbe mit ViViV^V'^V^V'^ ... eine Schaar, deren 
Projection auf das Netz, in dem U; U^U'^ . . . und V^ V; V^ V'^ V^ F'^ . . . 
liegen, den Bedingungen der Aufgabe genügt. Im ersten Falle nimmt man 
aufserhalb des bisherigen Netzes noch eine Gruppe Z von n Punkten an. 
Fj Fg F3 . . . ist dann eine Projection von Z aus eines zu U^ Ü^U^ U^U^ 
(/j . . . projectivischen Zeigers V^ V'^ V^ V'^ V^ ^'3 • • • Beide geben einer 
Involutionsschaar den Ursprung, welche durch das Netzbündel mit Wy Z 
zum Träger in die gesuchte Schaar projicirt wird. 
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Selbst wenn beide entartete Involutionen nur verschiedene Reihun- 
gen derselben Involution ersten Ranges sind, hat der Satz doch einen 
reellen Inhalt, indem nämlich alle Involutionen der Schaar, die dann 
sämmtlich entartet sind, dieselben (4) Gruppen mit einander gemein- 
sam haben. 

War man genöthigt, för das Beweisverfahren allen Gliedern der 
beiden gegebenen Involutionen eine unveränderliche Gruppe hinzuzufügen, 
80 kommt diese auch in allen anderen Involutionen der betrachteten 
Schaaren vor und kann nachher abgeworfen werden. 

§ 93. Eine Involution ersten Ranges gehört mit einer zu ihr pro- 
jectivischen zweiten Ranges, die von gleicher Ordnung ist und mit ihr 
demselben Träger angehört, oder mit der Ausartung einer solchen zu 
einer Schaar, deren übrige Involutionen irgend eine Gruppe A der letz- 
teren entsprechend gemeinsam haben. 

Zwei projectivische Involutionen ersten Ranges und nter Ordnung, 
J7i C/g C/^3 . . . A ^1 ^^3 ^^3 • • • j die demselben Träger angehören , können 
zu einer Schaar von Involutionen gerechnet werden, die alle mit ersterer 
eine Gruppe U^ und mit letzterer eine ihr nicht entsprechende Gruppe V^ 
entsprechend gemeinsam haben. 

Der Beweis des letzteren Satzes wird hinreichen. Es seien V^^ und 
U^ die den festen Gruppen entsprechenden Glieder je der anderen Invo- 
lution. Nachdem nöthigenfalls allen Gruppen dieselbe unveränderliche 
Gruppe hinzugefügt ist, nehmen wir eine Involution W^Z aufserhalb der- 
selben an. Es sei U^ ü^ Ü^U^U*^ ... die Projection der Involution zwei- 
ten Ranges WU[ U[U^W^ . . . bezüglich TT, so dafs TT, U^ deren Tan- 
genteninvolution in W ist. Entsprechend sei V^ V^ ^i ^2 ^3 • • • ^^® ^vo- 
jection der Involution zweiten Ranges Z VI V[ V^ V^ . . . bezüglich Z^ und 
daher Z^Vj^ der letzteren Tangenteninvolution in Z. Die Projection von 
W,Z aus der durch die Involutionen 

constituirten Schaar [(/'] , [V] auf das die Involutionen U^U^U^ . . . und 
F^ Fg F3 . . . umfassende Netz genügt allen Bedingungen. In ihr treten 
zuerst U^U^U^ . .. und V^V^V^ . . . auf als Projectionen der Involutio- 
nen 1) und 2) von W^Z aus. Denn das Netz zweiter Stufe TT^?/^ triflft 
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nach § 81 nur in einer Gruppe das Netz, welches U^U^U^ ... und V^ 
Fg F3 . . . umfafst; in ihm aber liegt die Involution W^U^j welche das ge- 
nannte Netz in U^ trifft. Aus anderen Involutionen zweiten Ranges der 
Schaar entstehen projectivische, welche mit U^U^U^ ... und ^i^^^z ' ^ ' 
in demselben Netze liegen. Aus den Leitinvolutionen der Schaar entste- 
hen projectivische Leitinvolutionen. Von W und Z gehen aber die Leit- 
involutionen TT, F^ und Z^U^ der Hülfsschaar [£/"'], [F'] aus. Da sie mit 
W^Z in je einem Netze zweiter Stufe liegen, werden die Gruppen der 
ersteren aulserhalb W alle in die Gruppe F^ projicirt. Die W zugehö- 
rige Gruppe ist unbestimmt, in der Involution U^U^U^ . . . aber wird F^ 
die Gruppe U^ zugeordnet, welche von dem Tangentialnetz Wü^Z be- 
stimmt wird. Ebenso haben alle Involutionen der Schaar die Gruppe C/^ 
mit U^Ü^U^.. . gemeinsam. Bei der Projection von ZVlV^V^ ... wird 
die (7x zugehörige Gruppe unbestimmt, in der Involution F^ F^ ^1 ^2 '^a • • • 
aber wird Uj, die Gruppe F^^ zugeordnet, weil sie von dem Tangential- 
netz TF^F^ bestimmt wird. 

Die nöthigenfalls beigefügte unveränderliche Gruppe tritt bei allen 
Involutionen der Schaar auf und kann nun abgelöst werden. 

§ 94. Sind U^U^U^Üj^. . . Ä V^ ^2 ^3 ^4 • • • ^^^^ projectivische 
Involutionen ersten Ranges und mter resp. nter Ordnung, die demselben 
Träger angehören, so ist 

ü V U V TT V TT V 

eine zu beiden projectivische Involution (m-h7i)ter Ordnung und zweiten 
Ranges oder die Ausartung einer solchen. 
Aus 

folgt 

Die letzteren Reihen haben nach § 32 eine Gruppe TF von 2^ Goincidenz- 
elementen, die zu F^ projectivisch die Involution t/g V^ , U^ F^ beschreibt, 
zugleich aber von dem Involutionsbüschel U^ F3 , U^ V^^ das mithin (§ 77) 
zu jener projectivisch ist, ausgeschnitten wird^ Da ebenso das Involu- 
tionsbüschel U^V^^U^ V^ zu U^ projectivisch ist, überdies aber ü^ V^ mit 
^1 ^1 5 ^2 ^2 » ^3 ^3 ^"d ^4 ^4 2u einem Netze zweiter Stufe gehört , so 
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beschreibt Uy^ V^ eine zu jenen beiden projectivische Involution zweiten 
Ranges. 

Der. gemachte Schlafs wird nur dann hinftUig, wenn U^ V^ , U^V^^ 
^3 ^3 Gruppen derselben Involution sind. Wird angenommen, dafs 
keine der Involutionen allen ihren Gruppen gemeinsame Punkte habe, so 
mufs (§ 75) m = w, und ^i J^2 ^3 • • • ^^^ ^^^^ andere Aufreihung von U^ U^ 
U^ . . . sein. In einem projectivisch bezogenen einförmigen Gebilde ent- 
spricht der Reihe U^V^, C/g , V^^ü^ ^ ^3» • • • di© Reihe ^^,£^,^42,^2^ 
^43,^3 ... , welche aus Paaren einer Involution zweiter Ordnung sich zu- 
sammensetzt, und andererseits ist auch 

^1 ^1 j ^2 ^2 J ^3 ^3 > ^4 '^4 ' • • • ^ -^1-^1 9 -^2-^2 » -^3 -^3 J -^4'"4 5 • • • 

Es sei nun in einer Ebene die Punktreihe G^G^G^C^. . .!{ U^ V^ jU^V^y 
C/^3 F3 , t/4 F^ , ... angenommen. Man kann auf den Geraden GG^ , GG2 
die Punktepaare A[ , B[ und A2, B^^ auf CC3 den Punkt ilg so anneh- 
men, dafs auf dem durch diese fünf Punkte gehenden Kegelschnitt 

-^1 j -^1 > -^2 > -^2 5 ^z A -^1 > -Oj , il2 j -^2 » ^3 

ist. Sind nun AI , A^ und Bl , B^ homologe Punkte dieser Reihen, so 
bilden AI und Bl ein Paar der Involution A[BlyA2B2^A^B^ und ihre 
Verbindungslinie geht durch G. Ferner ist 

AiB^lA^B^iA'^B'^iAiBi... Ä A.B.iA^B^iA^B^iA.B,... a 

G(C^ ; Cg ; C3 ; C;, . . .) . 

Andererseits ist die erste Involution projectivisch zu dem sie ausschnei- 
denden Büschel O1O2O3 ... 0;, , so dafs 0^ den Punkt C^, enthält. Bezieht 
man nun die Punktebene so coUinear auf ein Involutionsnetz, dafs 

^1 9 ^2 9 ^3 ' • • • A t/j r j , C/2 ^^2 » ^3 ''^3 9 • • • 

ist, so erhält man einen Zeiger, der projectivisch auf die Reihen A^Al^ 
AqA^ . . . oder auch ü^ C/gC/^s t/4 . . . bezogen ist, und der von einer Gruppe 
aus in U^V^^ U^V^ ^U^V^ , . . . projicirt wird. 

§ 95. Zwei projectivische Involutionen zweiten Ranges haben un- 
endlich viele Elemente entsprechenden Gruppen nur dann gemeinsam, 
wenn entweder beide von einer dritten Involution zweiten Ranges nur 
durch Hinzufügung je einer unveränderlichen Gruppe, oder von derselben 

Math. Abh, nicht zur ÄkacL gehör. Gelehrter, 1887. L 17 
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Involution ersten Ranges nur um je eine andere Involution ersten Ranges 
sich unterscheiden. Alle drei müssen unter einander und zu den gege- 
benen projectivisch sein. Eine Involution zweiten Ranges kann mit einer 
projectivischen ersten Ranges nur dann unendlich viele Elemente gemein- 
sam haben, wenn sie dieselbe als Theil enthält. 

Statt einer Involution zweiten Ranges kann auch die Ausartung 
einer solchen eintreten. 

Wir vermehren alle Gruppen von Ü^Uc^U^ . . . um die Elemente 
von Fj , und alle Gruppen von V^V^V^ . . . um die von Uy Alsdann 
können die projectivischen Reihen 

zunächst Gruppe für Gruppe übereinstimmen. Dies aber tritt dann nur 
ein , wenn U^U^U^ . . . und F^ Fg F3 . . . sich von einer zu beiden pro- 
jectivischen Involution zweiten Ranges W^ W^W^W^ . . . nur um feste 
Punktgruppen unterscheiden. 

Andernfalls constituiren beide Involutionen eine Schaar. In dieser 
giebt es, weil den ersteren wenigstens eine Gruppe gemeinsam ist, (U^Vi) 
im Allgemeinen eine zu beiden gegebenen projectivische Involution ersten 
Ranges Z^Z^Z^Z^ . . . ^ von der jedes Glied Z^^ mit den entsprechen- 
den Fj U^ und C/j V^ zu einer Involution gehört. In besonderen Fällen 
liegt ein bestimmtes Glied mit je zwei entsprechenden in einer Involu- 
tion. Im ersteren Fall allein können unendlich viele gemeinsame Ele- 
mente der drei Reihen 

vorhanden sein; der zweite kommt daher hier nicht in Betracht. Letz- 
tere Involution ersten Ranges erscheint zuerst mit der Ordnung m -h n, 
kann sich aber durch Abstofsung einer unveränderlichen Gruppe auf eine 
solche niederer Ordnung reduciren. 

Z/jC/^ . . . Ul_^ f^x • • • sei eine beliebige zu C/j i/g . . . Uj^ projec- 
tivische Involution ersten Ranges, welche mit letzterer die Gruppe ü^ 
entsprechend gemeinsam hat. Die beiden Involutionen zweiten Ranges 

Z,ü^,Z,ü^,Z,U3,.. .Z,U, ... und Z^Ui,Z,U;„Z^Ui. . .Z,U,,. .. (^U) 
sind zu einander projectivisch, und in ihnen entspricht Z^ U^ sich selbst. 
Es giebt eine Involution ersten Ranges ^1 ^2 ^3 • • • ^ ^^^ durch beide 
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bestimmten Schaar , welche alle auTserhalb Z^ U^ vorhandenen gemeinsa- 
men Elemente ebenfalls mit beiden Reihen und daher mit Z^ Z^ Z^ Z^ un- 
endlich viele Elemente gemeinsam hat. Nimmt man von beiden Involu- 
tionen ihre constanten Gruppen fort, so bleibt dieselbe zu beiden Reihen 
projectivische Involution XgX^-Xg . . . übrig. Bliebe von der zweiten 
X[X'^X^ . . . übrig, und wäre auch nur X[ von X^ verschieden, so wür- 
den nur die Punkte einer bestimmten Gruppe der Involution X^X[ ; X[X^ 
entsprechenden Gliedern beider gegebenen Reihen gemeinsam sein. Daher 
muTs X^ mit X[^X^ mit X[ zusammenfallen. Jedes Glied von Ui^U^'i 
Uq^U^... und VijV^j y^9 F^ . . . umfafst das entsprechende Glied der 
zu beiden projectivischen Involution ersten Ranges X^^X^^X^^X^. . . Es 
werde \U^ in der Form X^Y^\ X^Yi^\ X^Y^\ X^Y^^ ... geschrieben, und 
es sei Y^Y^Y'^ . . . eine zu X^X^X^ . . . projectivische Involution ersten 
Ranges, Y^ aber von Y^ verschieden. Die beiden projectivischen Invo- 
lutionen zweiten Ranges 

X^ M » -^2 ^2 ' -^3 ^3 9 -^4 M » • • • A X^Y^^X^Y^^ A3 / 3 , A4 X4 , . . . 

bestimmen eine Schaar, in der auch eine Involution ersten Ranges vor- 
kommt, die sich nothwendig nur um ein constantes Glied A von X^X^ 
X^ . . . unterscheidet. Irgend zwei entsprechende Gruppen von Y^ Y^ JTg 
7^ . . . und Y^ Fg Z3 7^ . . . liegen daher mit A je in einer Involution. 
Wird nun für Y[ ein anderes Glied JT" der Involution Y^ , Yl eingeführt, 
statt 7j^ JTgFg F4 . . . die projectivische Involution Y^Y'^Y'^T^ . . . , so liegt 
sie mit dem Gebilde Fj Y^ Y^ Y^ hinsichtlich einer zweiten Gruppe B von 
^x > ^x perspectivisch. Y^ Y^^Y^Y^. . . ist daher das Erzeugnifs zweier per- 
spectivischer Involutionsbüschel und folglich eine zu ihnen, mithin auch 
zu XyX^X^ . . . projectivische Involution ersten Ranges. Ebenso ist V^ 
F2 F3 ... von der Form X^Z-^ , X^Z^ , X3 ^3 , . . . , und Z^Z^Z^ . . . eine 
zu X^X^X^ . . . projectivische Involution ersten Ranges. 

§ 96. Soll eine Involution zweiten Ranges unendlich viele Grup- 
pen mit mehrfachen Elementen enthalten, so mufs entweder in jedem 
Gliede dieselbe Gruppe mit mehrfachen Elementen liegen, oder eine be- 
liebige unveränderliche Gruppe, und das entsprechende doppelt zählende 
Glied einer projectivischen Involution ersten Ranges. 

17* 
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Von einer etwa vorhandenen unveränderlichen Gruppe sehen wir 
ab. Ferner brauchen wir uns nur mit der nicht entarteten Involution 
zu befassen (§ 34 b). Ein beliebiges nfaches Element /)" werde ange- 
nommen, und für jede Gruppe des Netzes U^U^U^U^j in dem die In- 
volution liegt, die Gruppe f^i^C/^,^/^^, C/^, . . . der mehrfachen Elemente 
aufgesucht. Die einer Involution des Netzes zugehörenden Gruppen bil- 
den eine zu dieser projectivische Involution (n — l)ter Ordnung (§ 76), 
alle Gruppen überhaupt also ein zu dem gegebenen coUineares Netz 
(n — l)ter Ordnung. Nur wenn D" dem Netze angehört, entspricht den 
von ihm ausgehenden Involutionen je nur eine Gruppe mehrfacher Punkte. 
Das zweite Netz reducirt sich in diesem Fall auf ein Netz erster Stufe. 

Falls in ihm noch (n — i) fache Elemente vorkommen, giebt es in dem 
Involutionsnetz noch andere n fache Elemente aufser D". Solcher Elemente 
aber giebt es (§48) höchstens zwei, falls n — 1^2 ist, jedoch unendlich 
viele, wenn n — 1 = 1, also n=2 ist. Da sonach in einem Netz von 
einer Ordnungszahl n, die höher als 2 ist, höchstens 3 n fache Elemente 
auftreten, können wir ein solches aufserhalb des Netzes wählen. An 
die Stelle der Involution U^U^U^U^Ur^ . . . zweiten Ranges tritt dann die 
projectivische UlU^U'^U^JJi^ .... Enthält eine Gruppe der ersteren ein 
^faches Element, so ist es ein (p — l)faches Element in der entsprechen- 
den Gruppe (§ 56) und daher sind überhaupt alle mehrfachen Elemente 
entsprechenden Gruppen der beiden Reihen gemeinsam, unendlich viele 
solche Gruppen können mithin (§ 95) nur auftreten, wenn beide Involutio- 
nen eine zu ihnen projectivische Involution ersten Ranges W^ W^ W^ W^ W^ 
gemein haben. Nur einzelne dieser Gruppen können (§ 34b) mehrfache 
Elemente zeigen. Alle übrigen kommen nach der Bedeutung von U[U'^ 
U'^U^ . . . sicher doppelt in U^ Ü^U^U^ . . . vor. Deshalb ist die unter- 
suchte Involution zweiten Ranges von gerader Ordnungszahl und von der 
YovmW^W^',W^W^^,W^W^',W^W^',... Die Gruppen von Ü[U^U'^.., 
setzen sich aus denen von W^ W^ W^ . . . und den homologen einer an- 
deren projecti vischen Involution ersten Ranges W[ W^ TTg . . . zusammen. 

Im Falle n = 2 nehmen wir das zweifache Element D^ auf der 
Involution zweiten Ranges an. Ihre Gruppen U^^U^^U^^U^ . . . werden 
durch ein projectivisches Involutionsbüschel D^(JJi ü^ U^ü^. . .) projicirt. 
Die zweiten Doppelpunkte aller dieser Involutionen bilden eine zu U^ü^ 
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U^U^. . . projectivische Punktreihe. Von hier aus aber können wir wie 
vorher weiter schliefsen. 

§ 97. Durch ein beliebiges Element des Trägers einer Involution 
zweiten Ranges gehen im Allgemeinen zwei verschiedene Gruppen der 
Involution zweiten Ranges. Die Elemente des Trägers, durch welche 
nur eine Gruppe geht, können nur dann in unendlicher Anzahl auftreten, 
wenn die Involution von der besonderen Gestalt X^X^^X^X^^X^X^ ^ 
X^X^ , . . . ist, wo Xj Xg -X3 ^4 . . . eine Involution ersten Ranges ist. 

Die gesuchten Elemente gehören allen Gruppen der Tangenten- 
involutionen an, welche in den sie enthaltenden Gruppen der Involution 
zweiten Ranges stattfinden. Statt dessen richten wir die Frage nach den 
Elementen, die zwei benachbarten Gruppen der Involution zugleich an- 
gehören, und zwar entsprechenden Gruppen der beiden projecti vischen 
Reihen ABÜ^U^U^ . . . und ABV^V^V^ . . . , die auf der Involution an- 
genommen werden; wenn V^ bei U^ liegt, so rücken F^jFg,... an f/g , 

O3 , . . . heran, und die Involutionen f/x » '^i > ^2 » ^2 5 ^3 5 ^^3 5 ^x 9 ^x 5 • • • 
gehen in die Tangenteninvolutionen in den Gruppen U^^U^^U^ ^U^ . . . 
über. Nun haben aber die Reihen ABU^ U^U^. . . und ABV^V^V^ . . . ^ 
da sie nicht wesentlich identisch sein können, nur dann unendlich viele 
Elemente gemeinsam, wenn sie eine zu beiden projectivische Involution 
ersten Ranges W[ TTg TTg . . . anthalten. Daneben enthält jede von ihnen 
noch eine andere projectivische Reihe W^ W^W^ . . . resp. W'^W^^W'^ . . . 
Je näher nun U^U^U^ . . . bei V^V^V^ . . . liegt, desto näher hegen auch 
die drei projectivischen Reihen W[ W^ W'^ . . . , W^ ^2^3 • • • 9 ^1 ^2 ^3 • • • 
bei einander, da nämlich 

ist. Daher mufs an der Grenze die Reihe in eine doppelt zählende In- 
volution ersten Ranges übergehen, wenn keine unveränderliche Gruppe 
allen Gliedern angehört. 



» * 







§ 98. Zwei projectivische Involutionen i/j C/g ?73 . . . A ^1 ^2^3 • • • 
zweiten Ranges desselben Trägers und der Ordnungen m und n, die nicht 
eine zu beiden projectivische dritte Involution ersten oder zweiten Ranges 
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gemeinsam haben, besitzen höchstens 2m + 2n Coincidenzstellen. Sollten 
einzelne unveränderliche Elemente beiden gleichzeitig angehören, 
so sollen diese vorher abgeschieden werden. 

Eine Involution rter Ordnung und zweiten Ranges W^ W^ W^ 

hat mit einer projecti vischen Involution ^ter Ordnung und ersten Banges 
Z^Z^Z^ . . . im Allgemeinen und höchstens 25 + r Coincidenzstellen, wenn 
nicht beide dieselbe Involution ersten Ranges als einen Theil umfassen. 

Unter einer Stelle einer Involution wird jedes Element ihres Trä- 
gers verstanden, dem als nähere Bestimmung zugefügt ist, welchem Gliede 
derselben es angehören soll. Ein allen Gruppen einer Involution zweiten 
Ranges gemeinsames Element gehört also unendlich vielen, ein anderes im 
Allgemeinen und höchstens zwei verschiedenen Stellen an. 

Enthalten alle Gruppen einer Involution zweiten Ranges einzelne 
unveränderliche Elemente, die nicht zugleich der anderen Reihe ange- 
hören, so sind in jedem im Allgemeinen zwei verschiedene gemeinsame 
Stellen vereinigt. 

Wir wollen voraussetzen, dafs die Reihen zweiten Ranges und der 
genannten Ordnungen nicht in Theile zerfallen. Dann kann man (§§ 96 
und 97) zwei entsprechende Gruppen U^ , V^ finden, die kein Ele- 
ment mit einander gemein haben, aus je m resp. n verschiedenen Ele- 
menten bestehen, von denen noch überdies jedes zwei verschiedene Grup- 
pen seiner Involution zweiten Ranges bestimmt. Dies vorausgesetzt, be- 
trachten wir die projecti vischen Involutionen zweiten Ranges, (m + n)ter 
Ordnung. 

1) u,v„u,r,,u,v,,u,v^,... Ä 2) r,ü^,r,u^,v,u„v,u^,... 

Sie bestimmen eine Schaar, deren sämmtliche Involutionen (§ 90) durch 
alle gemeinsamen Stellen der ersteren beiden hindurchgehen und keine 
anderen Stellen mit beiden gemeinsam haben können. Mit ü^ Ü^U^U^... 
haben sie daher die zugleich der entsprechenden Reihe V^ ^2 ^3 ^4 • • • *"^" 
gehörigen Stellen, ferner die 2n in U-^ gelegenen Stellen der ersteren ge- 
meinsam, n der letzteren entfallen auf die Gruppe U^^ und jedes Element 
derselben gehört noch zu einer anderen Stelle der Reihe 2) und reprä- 
sentirt eine Coincidenzstelle der Reihen 1) und 2), weil es allen Gruppen 
von 1) gemeinsam ist. In einem Gliede der Schaar wird das U^ V^ zu- 
gehörige Glied unbestimmt, und dasselbe enthält aufserdem eine Involu- 
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tion (m + n)ter Ordnung und ersten Ranges -X^j ^XgXg . . . A U^U^U^ . . . ^ 
die mit den Reihen 1) und 2) alle ihre Stellen aufserhalb U-^V^^ gemein- 
sam hat. Mit U^U^U^ . . * hat sie daher erstens die gesuchten und zwei- 
tens die n Stellen gemeinsam, die ihre Elemente noch in U^ haben. Wenn 
wir den zweiten Theil des Satzes zunächst voraussetzen, so haben X^X^ 
X^ . . . und U^U^U^ . . . im Ganzen (m + n)2 + n Stellen gemeinsam, und 
da die n in Ui gelegenen Stellen der Aufgabe fremd sind, so haben ü^ U^ 
Uq . . . und ViV^^z • • • ™ Allgemeinen und höchstens 27n-+'2n ge- 
meinsame Stellen. 

Im Fall beide Involutionen entartet sind, geschieht die Beziehung 
zwischen 

uiu^u^... tmd viv;r^... , 

indem man zwei projectivische Reihen A^A^A^ . . . ^ B^B2B^ . . . in Involu- 
tionen zweiter Ordnung zerlegt und auf diese die GebUde Ul U!^ü!^ . , . , V[ 
FgFg . . . , als Involutionen ersten Ranges betrachtet, projectivisch bezieht. 
In diesem Falle gehört je eine Gruppe der einen im Allgemeinen zwei 
verschiedenen Gruppen der anderen zu. Die erstere gehört den beiden 
Elementen eines Paares der in A^A^A^ ... angenommenen Involution 
zweiter Ordnung zu. Denselben entsprechen in B^B^B^ . . . zwei Ele- 
mente, die im Allgemeinen nicht zu einem Paar der in ihr angenomme- 
nen Involution gehören, und denen daher zwei verschiedene Gruppen in 
Fj Fg F3 . . . entsprechen. In diesem Fall kann ganz wie oben geschlos- 
sen werden, dafs beide Reihen höchstens 2m + 2n Elemente gemeinsam 
haben. Sind nun aber die beiden in A^A^A^ . . . ~j\ B^B2B^ . . . ange- 
nommenen Involutionen zweiter Ordnung homologe Gebilde derselben, so 
gehört zu jeder Gruppe Ul nur eine Gruppe F^, und die beiden Reihen 
sind zu einander projectivisch. Als solche haben sie (§ 32) m-\-n Coin- 
cidenzelemente. Werden aber beide als Entartungen projectivischer In- 
volutionen zweiten Ranges betrachtet, so entspricht jede Gruppe einem 
Paar einer Involution zweiten Ranges, und es finden sich daher in jedem 
der m + n Elemente 2 Ooincidenzstellen. 

um die zweite Aufgabe zu lösen, ergänzen wir die Involution «ter 
Ordnung und ersten Ranges durch eine von ihr verschiedene projectivi- 
sche Involution pi^v Ordnung und ersten Ranges X^X^X^ . . . Auf die 
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beiden projecti vischen Involutionen zweiten Ranges 

kann man die vorige Überlegung anwenden und mithin eine projectivi- 
sche Involution F^FgFg... (r-4-5-4-j))ter Ordnung und ersten Ranges 
finden, die mit den vorigen Involutionen alle ihre Coincidenzelemente 
aufserhalb X^Z^W^ gemeinsam hat. Mit Z^Z^^Z^Z^ . .. hat sie im Gan- 
zen r + 5 + j)-f-5 = r + 25-h|) Elemente gemeinsam, unter ihnen fin- 
den sich neben den gesuchten noch die Stellen der Reihe [iT], welche 
ihre Elemente in X^Z^ haben, ohne doch Z^ anzugehören. Solcher Stellen 
erhält man aber fQr jedes Element von X^ eine, in Allem also j) verschie- 
dene. Mithin haben W^ W^ W^ . . . und Z^Z^Z^. . . ^ wie behauptet wurde, 
mit einander 25-hr im Allgemeinen verschiedene Stellen gemeinsam. 
Zerfallen nun zwei projecti vische Involutionen ersten resp. zweiten Ran- 
ges in Theile, in feste Gruppen und zu einander projectivische Involu- 
tionen ersten Ranges, so hat man zuerst die Coincidenzstellen jedes Be- 
standtheils der einen Reihe mit jedem der anderen aufzusuchen und alle 
diese Zahlen zu addiren. Auch in diesem Falle bestätigt sich daher die 
Behauptung. 

Dritter Abschnitt. 

Die Involutionen ixten Ranges. §§ 99 — 119. 

Bekanntlich stehen die Raumcurven dritter Ordnung den Kegel- 
schnitten am nächsten, was Einfachheit der Eigenschaften und Leichtig- 
keit ihrer Entwicklung betrifft. Wir werden daher wohl thun, in einem 
dreifachen Involutionsnetz ü^ U^ U^ U^ dasjenige Gruppengebilde zu be- 
trachten, welches dem genannten Raumgebilde entspricht. Dieses letztere 
kann nun aber entstehen mit Hülfe von drei projectivischen Ebenenbü- 
scheln, deren Träger -ßC, CA , Aß die Verbindungslinien dreier Curven- 
punkte il,ß,C sind. Wird noch festgesetzt, dafs in Z),J5 und F je drei 
zusammengehörige Ebenen sich schneiden, so erzeugen die drei Büschel die 
einzige durch die sechs Punkte A^B^C^D^E^F mögliche Curve dritter Ord- 
nung. Dazu erhalten wir ein Analogon, wenn wir die drei Büschel von 
Netzen zweiter Stufe mit den Trägern U<^ ^ U^\ U^ ^ U^\ U^ y U^ projecti- 
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visch so beziehen, dafs die nach U^^U^^U^ führenden Tripel zusammen- 
gehören. Das so entstehende Gebilde ist, wie bewiesen werden kann, 
durch seine sechs Gruppen ^7^ , t/g , Z/g, . . . C/g eindeutig bestimmt und 
hat mit jedem Netze zweiter Stufe, welches in U^ U^ U^ U^ enthalten ist, 
im Allgemeinen und höchstens drei Gruppen gemeinsam. Da alle durch 
ein Element des Trägers gehenden Gruppen zu einem Netze zweiter Stufe 
gehören, so ist das Gebilde vom dritten Range; es gehören im Allge- 
meinen und höchstens drei Gruppen zu ihm, die ein beliebiges Element 
enthalten. Wir bezeichnen das Gebilde als eine Involution dritten Ran- 
ges und der mten Ordnung, wenn die einzelnen Gruppen der dreifachen 
Mannigfaltigkeit m Elemente enthalten. 

Ohne bei der Discussion dieser Reihen zu verweilen, gehen wir 
sogleich zu den Involutionen jitten Ranges Ober, deren Definition, da wir 
in dem Besitz einer jtx fachen Mannigfaltigkeit sind, auf ganz natürliche 
Weise sich ergeben wird. Wir setzen dabei die Theorie der Involutionen 
(jJL — l)ten Ranges als vollständig bekannt voraus, halten es jedoch für 
unnöthig, auch hier, wie im Capitel 2, diejenigen Sätze ausdrücklich auf- 
zuzählen, auf welche wir uns berufen. 

§ 99. Durch irgend jtx + 3 Gruppen Uy^^U^yU^^U^^ . . . U^y Un+v 
^M+a5^«+3 ^iiißs Netzes jtxter Stufe und mter Ordnung (m^jtx), von de- 
nen keine u-hl demselben Netze (a — l)ter Stufe angehören, ist eine 
Involution mter Ordnung und jtxten Rnnges eindeutig bestimmt. Alle 
Netzbüschel, welche irgend /x — l Gruppen der Involution mit einer festen 
Anordnung gegebener Gruppen derselben verbinden, sind unter einander 
projectivisch. Zu ihnen allen ist die Involution perspectivisch. Bezieht 
man die fx Büschel mit den Trägern 

so projectivisch, dafs C^^+i j ^^+2 » ^^+8 j® ^in^Da Satze von ß entspre- 
chenden Netzen gemeinsam sind, so treffen sich in jeder Gruppe der 
Involution ß entsprechende Netze (iut — i)ter Stufe der jitBüscheL 

Mit keinem Netze (jx — i)ter Stufe hat die Involution mehr als 
fx Gruppen gemeinsam. 

Der Satz ist für den Werth 2 von /n richtig (§ 87). Wir leiten ihn 
aus dem entsprechenden, für fx — i vorausgesetzten, ab 2^. 

McUh. Äbk, nicht zur Akad. gehör. Gelehrter. J887. L 18 
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Keine a-4-2 der gegebenen Gruppen können demselben Netz ater 
Stufe angehören; im anderen Falle könnten sie mit irgend ju — a — 1 Grup- 
pen durch ein Netz (jx — i)ter Stufe verbunden werden (§ 81). Die drei 
Gruppen J7^+i , ^^+2' ^h+s liegen daher nicht in einer Involution. Von 
den jix Netzbüscheln treten mithin keine zwei in die besondere perspecti- 
vische Beziehung. Perspectivisch, und so, dafs in U^^^ und C7^+g entspre- 
chende Netze sich treffen , lassen sich nämlich die Büschel U^U^ . . . U^ 
und U^U^... ^ir'^ ^^^ beziehen, indem man beide zur Involution U^^^^ 
^M+2 perspectivisch setzt. Alsdann nämlich entspricht das Netz U^U^U^ 
. . . £/^, das die Involution U^^^ , U^^^ nur in einer Gruppe trifft, sich 
selbst. Sie erzeugen daher das Netz U^U^. . . ü^^^ (jx — i)ter Stufe, dem 
der Voraussetzung entgegen auch U^^^ angehörte. Nun ist keine Gruppe 
des Netzes U^U^. . . U^ den ju Trägern (jl: — 2)ter Stufe 

gemeinsam. Denn mit dem ersten Träger können die ix — 1 anderen nur 
die M — 1 Netze Qx — 3)ter Stufe U^U^* * . U^ , U^U^ . . . ?7„ C/^ , . . . , U^U^ 
• • • ^u-i gemein haben. Diesen allen müfste folglich eine Gruppe ge- 
meinschaftlich sein. Dieselbe würde aber dann auch den fx — 3 Netzen 
(ju — 4) ter Stufe U^U^ . . . U^ ; U-^Uq . . . U^U^\ . . . U^U^ . . . ü^^^, und 
endlich den drei Involutionen U^_^, U^\ U^^ U^_^\ U^_^^ U^_^ angehören 
müssen. Diese aber sind sicher von einander verschieden, und daher ent- 
halten die Träger der jtx Büschel keine gemeinsame Gruppe. Irgend [x — 1 
von ihnen haben nur eine Gruppe mit einander gemein, so die ju — 1 
letzten die Gruppe U^; hätten sie noch eine andere Gruppe IT und daher 
die Involution U\ü^ gemeinsam, so würde allen /x Trägern diejenige Gruppe 
gleichzeitig angehören, die ü\ U^ auf U^U^. . .ü^ ausschneidet. Von jedem 
Satze zusammengehöriger Netze Qx — i)ter Stufe durch die genannten /x 
Träger kann nun höchstens eines, sagen wir das erste, mit U^U^U^ . . . ü^ 
zusammenfallen; die fx — 1 übrigen können, da ihre Träger nur U^ ge- 
meinsam haben , nur eine Involution U^ , U^ gemeinsam haben. Dieselbe 
trifft das erste Netz in der einzigen Gruppe, welche dem Satze von Netzen 
(jLt — l)ter Stufe gemeinsam ist. 

Es mögen nun U^,U^\ U^,U^] U^,U^\ . . . U^,U^', U^, (7.^, ; 
U^ , U^^^ ; C/j , (7^+3 ein beliebiges (jx — i)faches Netz in den Gruppen Tg , 
^3> ^^4 j • • • ^M+8 treffen, von denen keine [x demselben Netze (jx — 2) ter 
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Stufe angehören. Aus den fx — 1 projectivischen NetzbQscheln mit den 
Trägern U^U^U^... U, ; U^U^Ü^ . . . U,U^', UxU^U^ . . . U.U^U^;... 
UyU^U^ . . . ^M-1 entstehen projectivische Netzbüschel mit den Trägern 
V V V ' V V V V V V V V V ' V V V Sip 

erzeugen eine Involution (u — l)ten Ranges V^V^ , . . V^V^^^V^_^^V^_^^ 
... F^. Wenn wir für den Werth ju — 1 unseren Satz voraussetzen, so 
ist dieselbe zu allen Büscheln mit den Trägern V^V^ . . . V^_^ VI per- 
spectivisch. An diesen Trägern bestimmt eine gegebene Anordnung der 
Gruppen der Involution (u — l)ten Ranges Büschel, welche zu den ju — i 
vorigen projectivisch sind. Daher mufs eine Folge von Gruppen der ge- 
gebenen Involution an allen Trägern U^U^U^ . . . U^_^Ul projectivische 
Büschel bestimmen. Da keine fx Gruppen der zweiten Involution in dem- 
selben Netze (w — 2)ter Stufe liegen, so kann auch U^ nicht mit irgend 
jtx anderen Gruppen der untersuchten Involution in einem Netze (jx — i)- 
ter Stufe liegen. Anstatt aus U^^U^^U^^ . . .U^; U^^^ , U^^^ , U^^^ kann 
also die Involution auch aus den Gruppen 17^, f/2,Ü3, . . . U^^^, ül\ U^^^^ 
U^+i , i/^^.3 bestimmt werden. Denn keine pt + 1 dieser Gruppen liegen 
in einem Netze (a — l)ter Stufe, und es sind, da U^^Ü^^U^^ . . . ü^_^ 
die Rolle von ü^ oder U^ übernehmen können, die jtx Büschel projecti- 
visch, welche die Involution von den Trägern 

u,u,...u^.,ü:;ü,u^...u^_,u:u,',...u,u,u,...u^_^ 

aus projiciren. 

Da nun Ul genau die Rolle spielen kann, die vorher Uj^ einnahm, 
so folgt nun zuerst, dafs überhaupt keine nx + l Gruppen der Involution 
demselben Netze juter Stufe angehören. Bei mehrmaliger Wiederholung 
des Verfahrens ergiebt sich, dafs an irgend fx — 1 festen Gruppen der 
Involution jitten Ranges dieselbe ein Netzbüschel bestimmt, das zu den 
gegebenen projectivisch ist. 

Eine Involution, welche die Gruppen U^ } U^ y U^ , . . . U^^^ ent- 
hält, kann durch fx projectivische Büschel mit den Trägern U^U^ . . . U^, 
i/g . . . U^U^^ . , . U^ü^* ' ' C/^.i erzeugt werden und ist daher durch die 
gegebenen Gruppen eindeutig bestimmt. 

§ 100. Hülfssatz. 

Irgend zwei projectivische Büschel von Netzen (a — l)ter Stufe 

einer /ix fachen Mannigfaltigkeit erzeugen ein Netz (jx — i)ter Stufe, wenn 

18* 
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ihre Träger demselben Netze (jx — l)ter Stufe angehören, das sich selbst 
entspricht. Hält man ein Paar homologer Netze fest, so bewegt sich 
das Erzeugnifs um das ihnen gemeinsame Netz (jx — 2)ter Stufe und zwar 
projectivisch zu dem beweglichen Netze des zweiten Büschels, welches 
irgend einem festen des ersten Büschels zugeordnet wird. 

Die beiden Träger haben, da sie einem Netze (iu — l)ter Stufe an- 
gehören, ein Netz N (}i — 3)ter Stufe gemeinsam. In dem Netze i^tter 
Stufe nehmen wir ein Netz zweiter Stufe an, welches jeden der gege- 
benen Träger in je einer Gruppe ü und F, das Netz (m — 3)ter Stufe 
aber Oberhaupt nicht triflft. Die projectivischen Involutionsbüschel U{W^ , 
TFg , TFg , . . .) und F(TFj , TF2 , TTg, . . .), in welchen es den Netzbüscheln 
begegnet, sind perspectivisch, da ihre gemeinsame Involution (7, F sich 
selbst entspricht; W^ , W^^W^^ . . . sind daher Gruppen derselben Involution. 
Homologe Netze der gegebenen Büschel begegnen sich in Netzen (jx — 2)- 
ter Stufe, die diese Gruppen mit N bestimmen. Das Erzeugnifs dieser 
Büschel ist das Netz aus N , W^ und TFg. Der Rest des Satzes ergiebt 
sich leicht, weil z. B. die Büschel W^(W^W^W;. ..) und V^W.^W'^W^...), 
um die Involution ü^ , W^ zu erzeugen, projectivisch sein müssen. 

§ 101. Enthält der Träger eines Büschels von Netzen (,u — i)ter 
Stufe IX — a verschiedene Gruppen C/^ , C/g , . . . U^_^ der Involution jtxten 
Ranges, so triflft jedes einzelne dieselbe noch in a anderen Gruppen. An 
irgend [x — 1 festen Gruppen B^^B^^ . . . B^_^ der Involution bestimmen 
dieselben eine Gruppe einer Netzinvolution ater Ordnung, deren Elemente 
nämlich die von ß^ßg • • • -^^-i ausgehenden Netze (jx — i)ter Stufe sind. 
Die Gruppe ändert sich projectivisch mit dem ersteren Netzbüschel. 

Insbesondere hat jedes Netz (tx — l)ter Stufe mit der Involution 
jLtten Ranges fx im Allgemeinen verschiedene Gruppen gemeinsam, und es 
kommt jedes Element des Trägers in fx Gruppen der Involution vor. 

Für den Werth 1 von a ist der Satz im § 99 bewiesen; allgemein 
geschieht dies durch einen Schlufs von a — 1 auf a. Der Träger des 
Netzbüschels sei durch die fx — a Gruppen C/^ , C/g , . . . C^^-« der Involu- 
tion juten Ranges und a — 1 Gruppen TF^, TTg, . . . TF^_i aufserhalb der- 
selben bestimmt; derselbe habe keine anderen Gruppen als die ersteren 
mit der Involution gemeinsam. 
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Zwei beliebige Gruppen X^ und 7^ mögen mit t/^ , C/g , . . . ?7^_«, 
T^i j T^2» • • * ^«-1 Netze (?7) und (F) (jtx — i)ter Stufe bestimmen, die 
noch in Xjj-Xg, . . • Jf„^i und Tj^Tg» • • '-^«-i ^^^' Involution juten Ranges 
begegnen; ferner sei W ein Netz (/x — l)ter Stufe, das neben JT^ , Z„ , 
^i> ^2> • • • ^M-a noch a — 2 beliebige Gruppen Z^^Z^^ . . • Z^_^ enthält. 
Die beiden NetzbOschel (JJ)'i(W) und (F),(TF) können so bezogen werden 
(§ 100), dafs sie eines der gegebenen Netze erzeugen. Sie bestimmen 
aber auf der Involution litten Ranges zwei projectivische Involutionen 
(a — i)ter Ordnung. Den Gruppen X^X^ . . . X^__^ und Z^Z^ . . . Z^_^Y„^ 
welche durch (ü) und (TT) ausgeschnitten werden, entsprechen hierbei 

stets die Gruppen 7^ Tg • • • ^a-\ ^^^ ^1^2 • • • ^«+2-^«» ^^^ (O ^'^^ 0^ 
ausschneiden. 

Beide Gebilde sind perspectivisch zu Involutionen (a — l)ter Ord- 
nung, deren Glieder aus je a — 1 Netzen (jx — i)ter Stufe durch yt, — l be- 
liebige Gruppen ßpßg) • • • -^m-i der Involution juten Ranges bestehen. Diese 
Involutionspaare haben genau 2(a — l) Coincidenzgruppen resp. Goinci- 
denznetze. Die beiden Netzgebilde haben eine Gruppe der Netzinvolution 
\B^B^ . . . jß^_ J(Zj JTg . . . X„ ; Zj Zg . . . Y^ mit einander gemein und da- 
neben die a — 2 festen Gruppen, welche nach Z^ , Zg , . . . Z^..^ führen 
(§ 33). Läfst man das erste Netz Qx — l)ter Stufe um seinen (JJ) und 
(F) gemeinsamen Träger U^U^ . . . U^_„W^W^ . . . W„_^ sich drehen, so 
bewegt sich zu ihm projectivisch (§ 100) das Netz (F^) des Büschels (F), 
(TF), welches einem festen Netze (i7i) von (CO , (TF) zugehört. (F^) be- 
stimmt aber auf der Involution jiiten Ranges die Gruppen der zweiten 
Reihe, welche nach und nach einer festen der ersten Reihe zugeordnet 
werden. Es bewegt sich daher die an B^B^B*^ . . . B^_^ bestimmte Gruppe 
der Netzinvolution projectivisch zu dem ausschneidenden Netze des gege- 
benen Büschels. 

§ 102. In jeder Gruppe ü^ einer Involution juten Ranges giebt 
es eine Tangenteninvolution, die ihr nur in dieser einen Gruppe begeg- 
net, aber mit fx — 3 beliebigen Gruppen derselben den Träger eines Bü- 
schels bestimmt, welches zur Involution jtxten Ranges projectivisch ist. 
Begegnet ein Netz (jx — i)ter Stufe der Involution juten Ranges in we- 
niger als jLt Gruppen, so mufs dasselbe die Tangenteninvolution in wenig- 
stens einer derselben enthalten. 
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Wenn eine Involution mit irgend ix — 3 Gruppen der Involution 
/Ltten Ranges Träger von Büscheln bestimmt, die zu dieser perspectivisch 
sind, so mufs dieselbe in einer Gruppe V^ der Involution (nx — i)ten Ran- 
ges V^V^V^... F^^3 treffen, in die von U^ aus die gegebene Involution 
jLtten Ranges UiU^U^ . . . U^^^ projicirt wird. Nur wenn 

gesetzt wird, erhalten wir eine Involution U^ , F^, die nicht in noch einer 
zweiten Gruppe die gegebene Involution trifft. 

Die Tangenteninvolution in U^ bestimmt daher an jedem Träger 
Ü^U^U^ ... ül__^ ein Netz (u — i)ter Stufe, welches bei einer projecti- 
vischen Erzeugung der Involution jitten Ranges dem Netze U^U^U^ • • • ü^ 
des Trägers U^Ü^U^. . . ü^ zugehört. Jedes Netz (u — i) ter Stufe , das 
aufser U^ die Tangenteninvolution in U^ enthält, wird daher in ein Netz 
(u — 2)ter Stufe projicirt, das die Tangenteninvolution in V^ enthält. 
Wenn nun das Netz (u — l)ter Stufe der Involution nur in U^ , U*^ , U'^^ 
• • • U'J_^ begegnet und nicht die Tangenteninvolution der Involution in 
U^ enthält, so kann das Netz (a — 2) ter Stufe, in welchem es dem 
Träger der Involution (jjl — l)ten Ranges begegnet, nur yi — a — i Grup- 
pen Fg , Fg, . . . FJ_„_j mit derselben gemeinsam haben. Wenn wir vor- 
aussetzen, dafs letzteres Netz die Tangenteninvolution in wenigstens einem 
der F' enthält, so mufs das Netz (u — i)ter Stufe die Tangenteninvolution 
in wenigstens einer der Gruppen U^^U^'^U^ ^ . . * enthalten. Der Satz 
ist also durch einen Schlufs von (u — i) auf /x erwiesen, da er für den 
ersten Fall /ix = 2 gilt. 

§ 103. Zwei projectivische Involutionen litten Ranges U^U^U^. ,. 
U^^^ . . . und Fj F2 . . . F^^g . . . sind homologe Gebilde coUinearer Netze 
jixter Stufe. 

Denn für homologe Gruppen U und F ist (§ 99) 



\* 
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Diese Beziehungen begründen aber auch (§ 85) die allgemeine collineare 
Beziehung. 

U,U,U, . . . U^^.U coli. V,V,V,... V^^J. 

§ 104. Um eine gegebene Involution litten Ranges auf ein ein- 
förmiges Gebilde projectivisch zu beziehen, kann man noch drei Elemen- 
ten des letzteren ihre entsprechenden Gruppen beliebig zuweisen. Um auf 
ein einförmiges Gebilde eine Involution eines gegebenen ju fachen Netzes 
zu beziehen, kann man noch irgend m 4- 2 Elementen a^ , ag, . . . a^^^ des 
ersteren m + 2 Gruppen C/^ , C/g , . . . U^^^^ ^^^ denen keine /x 4- i dem- 
selben Netze (jtx — i)ter Stufe zugehören, beliebig zuweisen. 

Denn es ist im letzteren Fall 

Gäbe es zwei verschiedene Gebilde der verlangten Art, so könnten zwei 
collineare Netze j^iter Stufe ijl + 2 Gruppen, von denen keine m4-1 dem- 
selben Netz (/Lt — l)ter Stufe angehören, gemeinsam haben, ohne iden- 
tisch zu sein. 

§ 105. Wird von irgend v Gruppen ?7j , C/g , . . . ?7, einer Involution 
mter Ordnung und fxten Ranges aus dieselbe auf ein Netz (iw — v)ter Stufe 
projicirt, so erhält man eine zu jener projectivische Involution (ju — v)ten 
Ranges, falls das letztere Netz mit U^U.2' >*U, keine Gruppe gemeinsam hat. 

Jede Involution (jjl — »')ten Ranges kann man, falls ihre Ordnungs-. 
zahl genügend grofs ist, in solcher Weise darstellen. Die v Gruppen kann 
man beliebig aufserhalb ihres Netzes annehmen und beliebigen Gruppen 
der Involution zuweisen; ferner kann man noch zu irgend ß — v 4- 1 Grup- 
pen der letzteren Involution ihre entsprechenden in den sie projicirenden 
Netzen vter Stufe beliebig nehmen. 

Irgend fx — v Netze (ju — l)ter Stufe, welche U mit U^, . . .U^ und 
je ju — V — 1 anderen Gruppen verbinden, haben das von U^U^ - > . U^ 
nach U führende Netz i^ter Stufe mit einander gemeinsam. Diese y. — v 
Büschel sind zur Involution perspectivisch und schneiden daher auf dem 
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Netze (jx — i')ter Stufe ix — v Büschel von Netzen (jx — v — i)ter Stufe aus. 
Dieselben erzeugen eine Involution (jx — v)ten Ranges, welche die Pro- 
jection der gegebenen ist. 

Es schneide für den zweiten Theil des Satzes das Involutionsnetz 
(jx — v)ter Stufe, und also auch die Involution (u — v)ten Ranges die In- 
volution litten Ranges in den Gruppen U^^^^U,^^^. . . U^^^^ und es mö- 
gen die Gruppen C/^ , C/g , . . . C/^ , welche den projicirenden Träger be- 
stimmen, den Gliedern U[ ^ U2 , U^^ . . . Ul der Involution (u — i/)ten Ran- 
ges entsprechen. Wenn die beiden Netze U^U^ . . . U^ und U^^^ . . . 
U^^^ keine Gruppen gemeinsam haben, was nur bei m^/x der Fall sein 
kann, so liegen keine nx 4- 1 der Gruppen ?/i , C^i , C^2 5 ^3 ' • • • ^.^ > ^r+i» 
f7,,^2 ? • • • ^«+1 ^^ einem Netze /^tter Stufe. Wenn man eine Involution t^ 
in JJ^U^ . . . U^ U[ von U^ ausgehend wählt, so wird dieselbe mit keinen 
(jx — 1) der Gruppen in einem Netze (jx — l)ter Stufe liegen. Kann man 
eine Involution /xten Ranges so legen, dafs sie t^ zur Tangente hat, und 
dafs die Projectivität stattfindet 

SO ist die Aufgabe gelöst. Werden nämlich die Gruppen U'^ , i/g , . . . U'p 
von den v fachen Netzen ausgeschnitten, die aufser C/^ , C/g » • • • ^•' Qo^h 
die Tangenteninvolutionen in U^^ü^^ . . .U^ enthalten, so entsprechen sie 
den U^^ü^'i . . • U^\ man hat daher 

U';u;u'^...u:ü,^,.,.ü,^,... ä U[u;,u^...ü:ü,^,...u^^,... 

Fällt nun U[ mit U'^ zusammen, so werden von selbst C^25 ^35 • • • ^^ ^^^ 
U^'i U'^'i • • • ^" identisch (§ 104). Nach demselben Paragraph hat man nur 
zu setzen, um die irgend einer Gruppe U' entsprechende U zu finden 

iu.u^ü^ . . . u:,(u,u^^j,u . . .) Ä u;u^^,uiü' ... 

Endlich ist noch erforderlich 

Diese Bedingungen sind aber, wie noth wendig, auch hinreichend. Die 
ersteren ergeben für das einem t7' zugehörende U eine bestimmte von 
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t/j ausgehende Involution. Haben wir auf ihr, was die letzte Beziehung 
noch zuläXst, das ihm entsprechende U willkürlich gewählt, so ist jedem 
anderen Z7' sein U zweifellos zugeordnet. Ganz analog hätten wir zu 
verfahren, wenn von der Involution jtxten Ranges anstatt ?7,+i , C^^+j, . • • 
U^^^ selbst Gruppen gegeben wären, welche von U^U^ * * ^ U^ aus in die 
letzteren projicirt werden. 

§ 106. Verbindet man jede Gruppe einer Involution litten Ranges 
mit einem Netze iV^ (v — l)ter Stufe, das keine Gruppe derselben enthält, 
durch Netze vter Stufe, so schneiden dieselben auf einem den Träger des 
Bündels nicht enthaltenden Netze (jx — i/)ter Stufe eine ausgeartete Invo- 
lution itxten Ranges aus, die vermöge der eigentlichen Involution /uten 
Ranges, ihres Zeigers, auf andere Gebilde bezogen werden kann. 

In jedem Netze /ixter Stufe, welches den Träger (jx — v)ter Stufe 
einer ausgearteten Involution enthält, kann man unendlich viele Zeiger der- 
selben annehmen, welche zu dem ersten projectivisch sind. 

Falls die Ordnungszahl m für die folgende Deduction nicht grofs 
genug ist, füge man allen Gruppen des gegebenen Zeigers dieselbe con- 
stante Gruppe bei. 

Das neue Netz juter Stufe habe aufserhalb des (jx — v) fachen Trä- 
gers der Involution keine Gruppe mit dem gegebenen jtx fachen Netze ge- 
meinsam. Wir können dann in dem Gesammtnetz ein (v — l)faches Netz iV" 
annehmen, das mit keinem der beiden ]u fachen eine Gruppe gemeinsam 
hat. Projiciren wir von hier aus (durch v fache Netze) die ganze Figur 
auf das neue Netz, so geht der gegebene Zeiger in eine projectivische 
Involution uten Ranges über. Jede Gruppe der ausgearteten Involution 
und ihres Trägers geht in sich selbst Ober, N geht in ein anderes (y — l)- 
faches Netz iV' über. Jede Gruppe der ausgearteten Involution liegt mit 
den beiden Netzen N^N* und zwei entsprechenden Gruppen der projecti- 
vischen Zeiger in zwei v fachen Netzen. 

Die ausgearteten Involutionen juten Ranges verhalten sich zu den 
allgemeinen, wie die rationale ebene Curve dritter Ordnung zur Raum- 
curve. Projiciren wir von einem (jx — 2) fachen Netze aus auf eine Involu- 
tion, so erhalten wir jeder dnzelnen Gruppe der letzteren jtx verschiedene 
ihres Zeigers involutorisch zugeordnet (§ 101) 2^. 

Math. Abh, nicht zur Äkad. gehör. Gelehrter, 1887. I. 19 
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Unter den behandelten Involutionen befinden sich auch solche, 
deren Ordnung r kleiner als ihr Rang ix ist. Sie werden erhalten, wenn 
allen Gruppen des Netzes (jx — v)ter Stufe m — r Punkte gemeinsam sind. 
Es läfst sich, als Specialfall des vorigen, zeigen, dafs eine solche Invo- 
lution mit Hülfe eines Netzes juter Ordnung sich herstellen läfst, und dafs 
man die jtx — r Punkte, die mit ihm zugleich bei dem Procefs der Ausar- 
tung erscheinen, ganz willkürlich festsetzen kann. Ist nämlich G die Zu- 
satzgruppe von m — r Punkten, so kann man zunächst allen Gliedern des 
Zeigernetzes noch die Gruppe H von \x — r Punkten zusetzen, alsdann 
aber in dem Netze jixter Stufe, (m-\-^ — r)ter Ordnung, dessen Gruppen G 
gemeinsam ist, einen Zeiger der Involution finden, die sich von der zu 
betrachtenden um GH unterscheidet. G kann nun, da es auch allen Glie- 
dern des Zeigernetzes gemeinsam ist, abgeworfen werden; dann aber er- 
scheint die Involution rter Ordnung bei der Ausartung mit H zusammen. 



^^^-^/-/ict^ 



§ 107. Irgend eine ausgeartete Involution vten Ranges kann man 

ij iv^- .f.-* als Projection einer zu ihrem ursprünglichen Zeiger projectivischen tivo- 

(" lution /ixten Ranges auffassen, deren Trägemetz ganz aufserhalb desjenigen 

der gegebenen Involution liegt. Der Träger des Projectionsbündels ist 

ji ein Netz juter Stufe, welches in ju — v Gruppen die zu bildende Involution 

triffi, die beliebigen Gruppen der gegebenen zugehören. 

Wenn die Ordnungszahl m kleiner als v + /ix ist, so mufs dieselbe 
durch Hinzufbgung einer unveränderlichen Gruppe zu allen gegebenen 
hinreichend erhöht werden. 

Zuerst ist die Involution I mter Ordnung, vten Ranges in einem 
Netze N (v — a)ter Stufe enthalten. Wir können sie als Projection einer 
allgemeinen Involution 11 vten Ranges von einem Netze N^ (a — i)ter Stufe 
aus betrachten. 

Bestimmen nun irgend /x — v Gruppen V^^V^^ . . .V^_^ aufserhalb 
des Netzes i/ter Stufe ein Netz iVg (^^ — ^ — l)ter Stufe, das keine Gruppe 
mit jenem gemeinsam hat, so können wir II als Projection einer Involu- 
tion in jtxten Ranges von N^ aus betrachten. Dieselbe kann nach § 105 
so bestimmt werden, dafs die Gruppen F^ , Kg , . . . F"^., in ihr liegen und 
in vorgeschriebene Gruppen der Involution v ten Ranges projicirt werden. 
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Die beiden Netze N^ und N^ bestimmen zusammen ein Netz (N^N^ 
(/Lt-+-a — V — i)ter Stufe (§82). Zwei zusammengehörige von N^ und 
N^ ausgehende Netze ater und (^ — v)ter Stufe liegen, weil sie in einer 
Gruppe von II sich treffen, in einem Netze (n^ + a — v)ter Stufe. Daher 
ist die entartete Involution I eine Projection von (N^ N^) aus der Invo- 
lution ni /Uten Ranges, welche zu ihrem ursprünglichen Zeiger projecti- 
visch ist. Jetzt wird noch ein Zusatznetz N^ (y — a)ter Stufe angenom- 
men, welches das vorhandene Netz /ixter Stufe nicht trifft. Wir können 
nun durch (N^N^ ein Netz ^ter Stufe legen, welches weder mit iV^ noch 
mit iVg eine Gruppe gemeinsam hat. Auf dieses denken wir uns die 
Involution III projicirt; wir erhalten eine Involution IV juten Ranges, die 
wieder zum gegebenen Zeiger projectivisch ist. Eine Gruppe von IV und 
die zugehörige von I liegen mit dem Netze (N^N^N^) (u + a — v — i- 
-+- V — a + i)ter oder jtxter Stufe in einem Netze (jx -+- a — v + v — a + i)- 
ter oder (u + i)ter Stufe. Die Involution IV ist die im Satze angezeigte, 

und (^x^2-^3) ^^^ ^^ ^^°^ bezeichnete Projectionsnetz. 

Zusatz. Es ist nun leicht einzusehen, dafs in jedem Netze i^iter 
Stufe, welches N nicht trifft, ein zu dem ursprünglichen projectivischer 
Zeiger juten Ranges angenommen werden kann. Man kann nämlich die 
gesammte vorliegende Anordnung von Netzen auf das Netz (^+v — a+l)- 
ter Stufe projiciren, welches durch N und das neue Netz bestimmt wird. 
Diese Beziehung kann man so einrichten, dafs die Projection des Zeigers, 
den wir hergestellt hatten, in das neue Netz juter Stufe fällt. 

§ 108. Zwei projectivische Involutionen [ü] und [F] mter Ord- 
nung und jixten Ranges desselben Trägers, an deren Stelle auch Ausar- 
tungen derselben treten können, sind Glieder einer Schaar projectivischer 
Involutionen /ixten Ranges 

[Ü]A[V]Ä[W]Ä[Z]J..., 

von denen entsprechende Gruppen in projectivischen Involutionen, den 
Leitinvolutionen der Schaar, angeordnet liegen. Zu ihnen allen wird die 
Schaar projectivisch gesetzt. Haben die gegebenen Gebilde eine Gruppe 
entsprechend gemein, so wird in einem Gliede der Schaar ihre zugehö- 
rige Gruppe unbestimmt. Dasselbe reducirt sich im Allgemeinen auf eine 

19» 
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Involution (u — i)ten Ranges, doch kann in besonderen FäUen der Rang 
noch weiter herabsinken. 

Die gegebenen Involutionen mögen f&r sich in Netzen ^iter und 
Vgter Stufe, zusammen aber in einem Netze N vter Stufe liegen; n sei die 
gemeinschaftliche Ordnung dieser Gebilde, durch Hinzufugung derselben 
unveränderlichen Gruppe zu allen gegebenen genügend gesteigert. [J7] 
und [F] sind Entartungen allgemeiner Involutionen fxten Ranges [C/'] und 
[F'] von den Netzen N^ und N^ aus. Diese Netze /utter Stufe sollen weder 
unter sich (§ 107), noch mit dem Netze N eine Gruppe gemeinsam ha- 
ben. Endlich sei N^ das Netz (24- 2|ix-4-. i')ten Ranges, in dem alle be- 
trachteten Gruppen sich befinden. Wir können [C/] und [F] auch als Pro* 
jectionen der Gebilde \ü^ und [F'] von (N^N^ aus auf N betrachten. 
Denn jedes Netz (2/^1 + 2) ter Stufe des Bündels (N^N^) triflfc N nur in 
der einen Gruppe, welche das vorher durch N^ oder iVg gelegte Netz 
(jLi + 1) ter Stufe ausschnitt. Die beiden projectivischen Involutionen fxten 
Ranges [U^ und [V] sind homologe Bestandtheile (§ 103) coUinear be- 
zogener Netze (/7) und (F) ((J7) coli. (F)). Diese geben (§ 86) einer 
Schaar (t^OXH collinearer Netze iU'),(V'),(W'),(Z') , .. . den Ursprung, 
und einen Theil derselben bildet eine Schaar [Z7'] , [F'] projectivischer In- 
volutionen juten Ranges [U'] , [F'] , [W] , [Z'], . . . , deren homologe Grup- 
pen in projectivischen Leitinvolutionen liegen. Von (N^N^) aus projicirt 
sich die Schaar in eine im Satze angezeigte. Die Leitinvolutionen, welche 
(^jiVg) nicht treflFen, projiciren sich in projectivische Involutionen, welche 
homologe Gruppen enthalten. Eine Leitinvolution aber, welche {N'iNc^ in 
einer Gruppe Gq begegnet, wird in eine einzige Gruppe Gq des Netzes N 
projicirt, die daher [U] und [F] entsprechend gemeinsam ist. Durch G^ 
geht ein Netz (W) der Schaar (U'),(V') und eine Involution [W] der 
Schaar [V] , [F']. Sie wird von (^^1^2) ^^^ ^ ®^^® Involution (ß — l)ten 
Ranges projicirt, deren Zeiger zu denen der gegebenen Involutionen pro- 
jectivisch ist- Der Gruppe Gq gehört, da sie kein Netz (2/x -|- i)ter Stufe 
des Bündels (iV^iVg) bestimmen kann, jede beliebige Gruppe zu, speciell 
in der Involution Qjl — l)ten Ra^ges aber diejenige, welche an (N^N^) 
die Berührungsinvolution von [W] in Gq bestimmt. In besonderen Fällen, 
wenn (TF') ein ganzes Netz mit {N^N^) gemeinsam hat, und in diesem 
mehrere Gruppen von [W] liegen, kann an die Stelle der Involution 
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(jjL — l)ten Ranges eine solche niedrigeren Ranges treten. Ob irgend eine 
Involution der Schaar [C^ ? [^] entartet ist, hängt davon ab, ob das Netz 
juter Stufe, welches die entsprechende Involution von [f/']?[f^'] enthält, 
das Netz (N^N^ triflft, sei es in einer einzelnen Gruppe, sei es in einem 
Netze. Sämmtliche Involutionen der Schaar [(/],[ F] sind also dann, aber 
auch nur dann entartet, wenn ein Theil der Leitinvolutionen der Netz- 
schaar (t^% (F*) vollständig in (iV^iVg) liegt. Dies kann sicher nur ein- 
treten, wenn [17] und [F] beide entartet sind. 

§ 109. Zwei projectivische Involutionen \J7\ und [F] mter Ord- 
nung, (jtx — a)ten Ranges und (jjl — /3)ten Ranges, oder Ausartungen sol- 
cher können als Bestandtheile einer Schaar betrachtet werden, deren In- 
volutionen mit ersterer alle die Gruppen C/^ , C/g , . . . ?7^, mit letzterer die 
jenen nicht zugehörigen Gruppen F^^^ ^l^ß+a? • • • ^3+« gemeinsam haben. 

Da wir allen Gruppen eine Anzahl unveränderlicher Elemente hin- 
zufügen können, so können wir m gröfser als 2/ix voraussetzen. Es seien 

^B+\ 5 ^iS+a 5 • • • ^^+« ^^^ ^i i ^2 ^ ' ' ' ^ß ^^^ Gruppen, welche den ge- 
gebenen je in der anderen Involution entsprechen. Setzen wir die Be- 
zeichnung des vorigen Paragraphen voraus, so mufs [?/'] in a Gruppen 
^3+1 » ^/3+2 ' • • • ^ß+a <ias Netz N^, und [F'] das Netz N^ in /3 Gruppen 
^1 > ^2> • • • ^^ treffen. [?/'] und [F'] sind zu den ursprünglichen Zeigern 
projectivisch, und zwar können (§§ 105 und 107) Uß^^, ^i+2> • • • ^/i+« 
den Gruppen desselben entsprechend gesetzt werden, aus denen U^^^ , 
£^j3+8i • • • t/^+a entstehen, V^^ V^, . . . V^ aber den Gruppen, aus denen 
Fj , Fg , . . . Vß entstehen. Die Leitinvolutionen 

TP V • TP F'- TP F' • Tn V • TT' Vi 

der Schaar [?7']5[F'] enthalten alle je eine Gruppe des Netzes (iV^iVg) 
und werden daher in je eine Gruppe des Netzes N projicirt. Es treffen, 
da U[ ^ U29 ' . . Uß in t/^ , C/jj , . . . £7^ projicirt werden, die ersteren ß 
Netze (2 /x + 2) ter Stufe in diesen Gruppen, die anderen ebenso die zweite 
Involution in F^^^ , F^^, , . . . F^^^. Die Projectionen von F^ , Fg, . . . F^ 
sind an und für sich unbestimmt, weil aber die Involution [F'] in jenen 
Punkten durch die nach F^ , Fg , . . . F^ gehenden Netze berührt wird, 
gehören diese Gruppen speciell den Gruppen U^^U^^ , . .ü^ in der zwei- 
ten der gegebenen Involutionen zu. Ebenso entsprechen C/^+i j ^js+a? • • • 
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Uß^„ die Gruppen ?>^3+i , ^^3+, j • • • C^a+« ^^ ^^^ ersten Involution, da- 
gegen die Gruppen F^^^ , V^_^^ , . . . Vß^^ in allen übrigen. 

Es können in der Schaar noch andere entartete Involutionen nie- 
drigeren Ranges vorkommen, jedoch nur dann, wenn die gegebenen In- 
volutionen Gruppen entsprechend gemeinsam haben. 

War es nOthig, vor Beginn des gegebenen Beweises die Gruppen 
der gegebenen Involutionen alle um dieselben unveränderlichen Punkte 
zu vermehren, so erscheinen diese, da je die entsprechenden Gruppen in 
Leitinvolutionen liegen, auch bei allen anderen Involutionen, und können 
daher nachti'äglich wieder abgelöst werden. 

§ 110. Die Involutionen mter Ordnung und leiten Ranges U^U^ 
tTg . . . , Fj Fj F3 ..., TFjWg PTg ...... . einer Schaar haben mit einer festen, 

zu ihnen projectivischen Involution ersten Ranges und nter Ordnung X^ 
-XgXg . . . die Gruppen einer Involution (an4-m)ter Ordnung gemeinsam. 

Man betrachte statt der gegebenen die folgenden Gebilde 

1) X^U^.X^U^.X^U^ . .. ; Zi Fj , Z^ F2 , Zi F3 . . . ; 

Aj Tr j , X^ W^ , Aj Tr 3 ... ; ... 

2) c/i Aj , 0^X2 , (7i A3 . . . ; Fj^Jfj , V^X^ , FjXj . . . ; 

Wj Aj , W^X^ , W^ A3 . . . ; ... 

Die Reihen 1) bilden eine Schaar projectivischer Involutionen (m + n)ter 
Ordnung und /uten Ranges; die Reihen 2) dagegen gehören zu einer Schaar 
zu jenen projectivischer Involutionen (m + n)ter Ordnung und ersten Ran- 
ges (§ 73). Beide Schaaren haben eine Leitinvolution U^X^^V^X^y TF^Xp... 
entsprechend gemeinsam. 

Wir nehmen, nachdem nöthigenfalls durch HinzufQgung einer un- 
veränderlichen Gruppe zu allen gegebenen die Ordnung hinreichend ver- 
gröüsert war, vier Hülfsnetze M^ , N^ , M^ ^N^ (m + n)ter Ordnung und 
/xter Stufe an. Dieselben sollen ein Netz (4fx 4- 3)ter Stufe constituiren, 
und dieses soll das Netz £>, in dem die gegebenen Gebilde liegen, nicht 
treffen. Die beiden ersten Glieder der Reihe 1) kann man nun als Pro- 
jectionen von M^ und N^ aus d^ eigentlichen Involutionen /ixten Ranges 
und (m4-7i)ter Ordnung 

3) U1U2U3U4 . . . U,^,U,^3 ... und öiSS3»3SS4 • • • ^.^2^..z • • • 
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betrachten (§ 107). Wir setzen voraus, dafs diese beiden Involutionen in 
Netzen liegen, die S und daher auch einander nicht treflfen. Die Hülfs- 
schaar, welche beide Involutionen jtxten Ranges eindeutig bestimmen, wird 
von (M^N^) aus in eine der in Betracht kommenden Schaaren projicirt. 
Sollten [U] und [F] zu mehreren Schaaren gehören, so entsteht doch jede 
einzelne, also auch die gegebene, in dieser Art. Es entspreche dabei der 
Leitinvolution Xy^U^jX^Vj^^X^Wy^^ . . . die projectivische U^ , 9Sx ^SBx» • • • > 
so dafs aus dem Gliede 3B13B22B32B4 . . . der Schaar 3) das dritte Glied 
der Schaar 1) entsteht. 

Entsprechend darf man die beiden ersten Glieder der Schaar ^) 
als Projectionen von il/g und iVg aus zweier projectivischer Involutionen 
/xten Ranges, (m + w)ter Ordnung 

U1U2U3 • • • K/a + sUm-g • • • J '<^l<i2'^Z • • • '^M+3'^M + 8 ^/ 

betrachten. Wir setzen voraus, dafs die Netze, in denen sie liegen, mit 
S, und daher auch unter einander keine Gruppe gemeinsam haben. UjJ, 
U3 , . . . U^ sollen in ilfg , SS2 » ®3 » • • • ®m *^^^ ^^ -^2 li^g^n. Da dann 
U2,SS2 ;U3,aS3; ...U;,3S; vollständig in dem Netze {M^N^) gelegen 
sind, so werden von hier aus auch alle übrigen Glieder der Schaar 4) in 
Involutionen ersten Ranges projicirt, die der Schaar 2) angehören. Da- 
bei ist 

Von dem Netze (41^4- 3) ter Stufe aus werden gleichzeitig die Schaa- 
ren 3) und 4) in diejenigen 1) und 2) projicirt. Man kann nun die bei- 
den Netze (2|Lt-4- i)ter Stufe, in denen die projectivischen Schaaren 3) 
und 4) liegen, in einer Weise so coUinear beziehen, dafs je zwei ent- 
sprechende Glieder derselben einander zugehören. Man setze nämlich 

tiiU2 . . . u,^,gSigs2 • • • ss.^iSB.^, c^"- «1^2 • • • u;^,»;»^ . . . ^u,mu, . 

« 

Keine 2|tx + 2 der links stehenden und keine 2/x-{-2 der rechts stehen- 
den Gruppen gehören demselben Netze 2|uter Stufe an. Daher ist die 
coUineare Beziehung eindeutig bestimmt, und es gehören die Netze Uill2 
...U^^i und U;U2 . . . U;+i, sowie ^^^^ , . . SJ^^^ und g»;3S2 • • • ®m+i ein- 
ander zu. Der einzigen Involution, die SB^^.^ mit zwei Gruppen VL^^^ "^^ 
S»M-H2 (§ 82) von U1U2 . . . U^+i und »i»2 • • • ®m+i verbindet, gehört die 
einzige Involution zu, welche SB^'+a ^i* ^^^ entsprechenden Gliedern 
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UJ+2 und 3SJ^3 verbindet (§ 82). Daher entsprechen (§ 85) einander die 
collinearen Netze 
U1U2 . . . U.^^U,^, . . . coli. U;U^ . . • U;^,U;^, . . . oder (U) coU. (F) 

und die darin enthaltenen projecti vischen Involutionen /Liten Ranges [U] 
und [UT; ebenso sind die collinearen Netze (SS) und (33*) und die darin 
enthaltenen projecti vischen Involutionen juten Ranges [3SJ und [SS'] homo- 
loge Gebilde. Dem einzigen (§ 86) von SB^^., ausgehenden Netze j^iter 
Stufe 2B1SB22B3 . . -SB^+a? welches jede Involution U^ ,35^ in einer Gruppe 
trifft, entspricht das einzige von SBJ+j ausgehende Netz gleicher Art. 
Da überhaupt die projecti vischen Involutionen ttxSSx2Bx3x • • • und Vil^l 
2Bi 3x • • • einander entsprechen, so sind wh'klich die Schaaren 3) und 4) 
homologe Gebilde der betrachteten collinearen Netze (US3) und (U'SSO- 
Nach § 86 wird aber durch diese beiden eine Schaar collinearer Netze 
(2M4-i)ter Stufe 

5) (U3S) coli. (U'SSO coli. (rSS'O coli. (U"'3S"0 . . . 

definu't, von der die projectivischen Schaaren collinearer Netze /^iter Stufe 

(U)(U')(U") . . . ; (SS)(S3')(3S") . . . ; (SB) (2J0 (SB") • • • 

Bestandtheile sind. 

Nun liegen aber von den drei Leitinvolutionen 

Wi,»i,3Bi,3i... Ä u;,ss;,sb;,3;... ä u^x^,v^x^,wx^,zix^... 

je drei entsprechende Gruppen mit in demselben Netze (4nx4-4)ter 
Stufe und daher treffen alle Involutionen Ui , U; ; SSj , SS^ , SBi , SB^' ; Sj , 
3;; ... das Netz (4M + 3)ter Stufe in je einer Gruppe Ui,SS;',SB;',3i. 
Da sie dem Netze dritter Stufe UiSSiUiSSj und dem Netze (4 fx + 5) ter 
Stufe (OUiSJi) gleichzeitig angehören, so liegen U^ ,331,281,31 ... in einer 
Involution der Schaar Ui3SiSBi3i ... 5 U/SSiSB^i- • • Sie bilden folglich 
. homologe Bestandtheile (§ 86) dreier Netze (USS) , (U'SSO , (U"3S") der 

'^ix^^/vV^ > ^ J Schaar 5). Von aus werden daher [tt"] , [SS"] , [2B"] , . . . in projecti- 

J / f^^^^^ vische Involutionen (m + 7i)ter Ordnung, (ju — l)ten Ranges einer Schaar, 

/* -'^^ . y 9^ t '^/ ^ etwa in die Involutionen 

"" projicirt, von denen jede mit den beiden entsprechenden Gliedern der 

Schaaren 1) und 2) alle Coincidenzpunkte aufserhalb U^X^ , V^X^^ ^i-^i> ••• 
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resp. gemeinsam hat. Daher haben sie mit X^X^X^ . . . alle die und keine 
anderen Punkte gemeinsam, welche den Involutionen mter Ordnung und 
fjLten Ranges mit X^X^X^ . . , gemeinsam sind. Man kann nun in der* 
selben Weise weiter schliefsen. Die gesuchten Punktgruppen sind auch 
Coincidenzgruppen der projectivischen Involutionen (m4-2n)ter Ordnung, 
(jLi — 2)ten Ranges einer bestimmten Schaar mit ^^X^Xg . . . , und sie sind 
endlich einer Schaar projectivischer Involutionen (rn+(fJL — i)w)ter Ord- 
nung, ersten Ranges mit X^X^X^». . gemeinsam. Die letzteren aber haben 
nach § 74 mit X^Xg-Xg ... die einzelnen Glieder einer Involution (m+]un)- 
ter Ordnung, ersten Ranges gemein. Damit ist der Lehrsatz bewiesen. 

Wenn bei einer Bestimmungsweise eine Coincidenzgruppe von 
m 4- jtxn verschiedenen Punkten der beiden projectivischen Reihen U^ U^ 
CTg . . . und Xj^XjXg . . . sich ergiebt, so ist dieselbe natürlich davon un- 
abhängig, welche Gruppe von X^X^X^ . . . die bevorzugte Rolle über- 
nimmt, welche wir X^ zugewiesen hatten, und welchen Zeiger von den 
überhaupt zugelassenen wir wählen, wofern wir es mit einer entarteten 
Involution fxten Ranges zu thun haben. Für die Folge ist es ungemein 
wichtig, dafs die bezügliche Coincidenzgruppe auch dann zweifellos fest- 
steht, wenn mehrfache Punkte in ihr auftreten. 

Bei ihrer Ermittelung kommen aufser UiUgUg . . . und UiU^Us . . . 
allein M^ und N-^ in Betracht; die übrigen Hülfsgebilde dienen nur dazu, 
auch die anderen Glieder der durch U^U^U^ - * > und V^V^V^ . . . be- 
stimmten Schaar ins Auge zu fassen. 

Daher können wir V^V^V^ . . . als eine reguläre Involution t^ten 
Ranges ansehen. Wir können ferner annehmen, dals ihr Netz aufserhalb 
dessen von U^U^U^ . . • liegt, und dafs sie mit X^X^X^ . . . m + jtxn ver- 
schiedene Punkte gemeinsam hat, unter denen sich keiner der untersuch- 
ten befindet. Die Hülfsschaar UjUgUg . . . , V^V^V^... oder [U] , [F] ist 
also von einem Netze M^ fxter Stufe aus auf dasjenige von U^U^U^ . . . 
und ^1 ^2 ^3 • • • ^^ projiciren. In der so entstehenden Schaar findet 
sich nur eine endliche Zahl entarteter Involutionen /uten Ranges, und 
daher eine unendliche Zahl solcher regulärer, die rait X^X^X^X^ . . . 
eine zweite reguläre Gruppe von m + ßn Punkten gemeinsam haben. Als 
Glied einer Involution mit zwei verschiedenen regulären Gruppen bleibt 

Math. Abk. nickt zur Äkad. gehör. Gelehrter. 1887. I. 20 
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das untersuchte Gebilde ungeändert, so lange wir den Zeiger von [JT] 
und damit M^ ungeändert lassen. 

um nun andere Zeiger von [U] aufzufinden, haben wir das Netz M[ 
aufserhalb des Netzes, dem M^ und die Involution angehören, anzuneh- 
men, und von hier aus den älteren Zeiger 1X1X12^3 •• • auf irgend ein Netz 
(jüt 4- a + 1) ter Stufe, das ebenfalls das Trägernetz der Involution ent- 
hält, zu projiciren; der Zeiger gehe dabei in U1U2U3 . . . , M^ aber in 
ein Netz M'l jixter Stufe über. Die Schaar 

11"11" 11" V V V V 

aber haben wir von M'i aus auf das Netz zu projiciren, dem U^Ü^U^... und 
V^V^V^... gleichzeitig angehören. Nun entsteht aber die ganze neue HOlfs- 
schaar aus der alten durch Projection von M[ aus, so SB1SB2 • • -SB^+i 
aus 2B|2B2 • • • SB^+j. Demnach bestimmen die Büschel 

dieselbe Involution /xten Ranges W^W^W^ . . . TT^^j in dem Netze, dem 
[U] und [V] gleichzeitig angehören. Da nämlich das Netz (2/Lt-t-2)ter 
Stufe, welches durch i^, M" und SB^ od^r SB" bestimmt wird, das Netz 
(?7r) in nur einer Gruppe triflft, so müssen in derselben auch die Netze 
(Mm,) und (if'SB'O '^^^ begegnen. 

Die Schaar ist also durch U^U^U^ . . . f/^^, und ^j Fg F3 . . . V^^^ 
eindeutig bestimmt, und damit auch eine Gruppe, die UiU2U3 . . . mit X^X^ 
X3 . . . gemeinsam ist. 

§ 111. Zwei projectivische Involutionen wten Ranges oder (m — a)- 
ten und (jx — /3)ten Ranges, resp. deren Ausartungen bestimmen nur eine 
Schaar nach Art der §§ 108 oder 109. 

Es seien 
U TT U TT * V V V V 'WWW W 

drei Involutionen der ersteren Schaar. Es kommt darauf an, zu zeigen, 
dafs die dritte Involution durch die beiden ersteren und ein Element B^ 
der Gruppe W^ eindeutig bestimmt ist, wenn Uy^ und F^ nicht zusam- 
menfallen, und B^ nicht beiden gemeinsam ist. Wir beziehen zu diesem 
Zwecke unendlich viele einförmige Gebilde des Trägers auf die Involu- 
tion so projectivisch, dafs das C/g, Fg und Tr2 entsprechende Element B^ 
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in keiner dieser drei Gruppen sich findet. Unter solchen Umständen hat & / / 7\ 
da's einförmige Gebilde drei Gruppen von m + u Punkten mit den drei ■ 



Involutionen juten Ranges gemeinsam, und drei so zusammengehörige 
Gruppen U y V ,W gehören derselben Involution an, B, kann noch in 
der C/j und V^ zugehörigen Gruppe W^ gewählt werden. Wird die zur 
Herstellung von Ü^Ü^U^ ^ > > und V^V^V^ . . . etwa nöthige Methode der 
Entartung geändert, so bleiben (§ 110) die Gruppen U und F, mithin 
auch TT, da ihm B^ angehört, ungeändert. Träte nun an die Stelle von 
W^W^W^... etwa W^W^W^...^ so fallen doch TT, und W; zusam- 
men , da sie B^ gemeinsam haben und der Involution {/, , V^ angehören. 
Weil nun 5, ein beliebiges Element des Trägers der Involution war, so 
sind beide Involutionen [TT] und [W] identisch. 

Sind nun U^U^U^ . • . und ViV^V^ . . . projectivische Involutionen 
von derselben Ordnung mit den Rangzahlen fx — a und /^ — /3, und ist 
W^ W^ TFg . . . eine projectivische Involution /ixten Ranges aus einer Schaar, 
deren Involutionen mit ersterer die Gruppen C/^ , iZg , . . . ?7^, mit letzterer 
aber die Gruppen f^iä+i?^^+2j ••• ^/s^.. gemeinsam haben, so besteht, wie 
im § 109 gezeigt ist, ein Glied der Schaar aus U^ü^ü^ . . . ^ und es wer- 
den die Glieder ganz unbestimmt, welche F^+, , f^/3+,, . . . V^^a zugehören. 
Ein anderes Glied der Schaar aber besteht aus V^V^V^ , . . ^ und in ihr 
werden die Glieder ganz unbestimmt, welche U^ , ü^^ > • -üß, zugehören. 
Versteht man unter (7, Vj W die Coincidenzgruppen zwischen B^B^B^... 
und den drei genannten Reihen, also Gruppen zu m-^-ix — a^m + yi. — ß 
und m + jüt Punkten, so gehört W der Involution B^^^B^^^ . . . B^^^ü ^ 
B^B^B^. . . Bg^V an. Daraus folgt, wie vorher, dafs W^W^W^ . . . W^^^ 

durch U^U^Uq ^ ' ' ^M-a+8 • • • ^^^ ^i'^Ä^ • • • ^M-/ö+3 eindeutig be- 
stimmt ist. 

§ 112. Sind ü^ U^U^U^. . . und V^ ^2 ^3 ^^4 • • • ^^^^ projectivische 
Involutionen desselben Trägers der Ordnungen m und n und der Rang- 
zahlen fi und i', so giebt es eine Involution U^ ^1 ? C^^ Fg , U^ ^3 j ^^4 ^^4 > • • • 
der Ordnung m + n und des Ranges fx + v, deren Glieder aus je zwei 
entsprechenden der vorigen Reihen sich zusammensetzen. 

Der Satz ist bewiesen, wenn ju und v beide gleich 1 sind (§ 94). 
Sobald daher von ;x , v — 1 auf /u , v geschlossen werden kann (v ^ jli), gilt 

20» 
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derselbe allgemein. Zu diesem Zwecke legen wir eine beliebige zu den 
gegebenen projectivische Involution nter Ordnung und (v — l)ten Ranges 
Fj Fg F3 F^ . . . , die mit der zweiten gegebenen Involution F^ entsprechend 
gemein hat. Wir können sie mit F^ Fg F3 F^ . . . oder [ F] zu einer Schaar 
rechnen, deren Glieder mit letzterer aulser F^ das Glied V^ gemeinsam 
haben. In dieser Schaar giebt es noch eine zweite Involution (y — i)ten 
Ranges F'; Fg F'^ F;' ... , welche mit [F] wohl Fg, aber nicht F^ ge- 
meinsam hat. Nach der gemachten Annahme sind 

zwei zu einander projectivische Involutionen (m-4-n) Ordnung, (ju+v — 1)- 
ten Ranges. Nach § 109 kann man eine und nach § 111 nur eine Schaar 
von Involutionen (m + n) ter Ordnung und (ß + v) ten Ranges bilden, die 
sämmtlich unter einander projectivisch sind, und die alle mit ersterer die 
Gruppe U^ V^ , mit letzterer die Gruppe C/g Fg entsprechend gemein haben. 
Sind M' , M" , M die Coincidenzgruppen der Reihen 1) und eines beliebi- 
gen durch U^ F3 bestimmten Gliedes der Schaar mit irgend einem zu ihnen 
projectivischen einförmigen Gebilde B-^B^B^B^.. . so gehören (§111) B^M*, 
B^M" und M zu derselben Involution ersten Ranges und der Ordnung 
m + n 4- iix 4- V. Nun liegen aber in M' , M" und folglich auch in M 
die m 4- /Lt Elemente, welche U^U^U^ • * - mit B^B^B^ . . . gemeinsam sind; 
sie enthalten aufserdem die Gruppen J^g^' 9^1^" ^^^ iV einer Involution 
(v4-n)ter Ordnung. N"yN' sind dabei die Coincidenzgruppen zwischen 
K ^2 ^3 f^4 • • • und B^B^B^B^ . . . , resp. zwischen F^ F^J F^ F^ und B^B^B^ 
B^. . . Wenn man daher B^ in dem Gliede F3 wählt, so ist N die Coin- 
cidenzgruppe zwischen Vy^V^V^V^ , . . und B^B^B^ (§111). Da hierin 
B^ und B2 noch ganz beliebig gewählt werden können, so folgt, dafs 
dem durch U^V^ bestimmten Gliede, der Schaar 1), auch alle Glieder 

^1 ^1» ^2 ^2 > ^3 ^3» • • • ^M+8 ^M+8 • • • angehören. Denn wenn man B^ mit 
einem Elemente von F^ zusammenfallen läfst, so kommt es in dem be- 
züglichen durch B^ bestimmten Gliede der Involution B^N' , -ß^iV" vor; 
daher ist U^ F^ ein Glied der Involution, und zwar das U^ entsprechende. 

§ 113. Zwei projectivische Involutionen mter Ordnung, jutten Ran- 
ges und nter Ordnung, vten Ranges haben nur dann unendlich viele Punkte 
mit einander gemeinsam, wenn sich beide von einer dritten projectivischen 
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Involution rter Ordnung, ^ten Ranges nur um projectivische Involutionen 
unterscheiden. 

Wir setzen den Satz voraus für die Werthe v und ß — 1, wie er 
in der That für jli, y=2 richtig ist (§ 95). Statt der gegebenen Invo- 
lutionen 

u,u,u,u^... Ä r,v,v,v^... 1) 

betrachten wir die folgenden 

ü,V,,U,V,,U,V^,U,V^,... Ä V,U,,V,Ü,,V,U,,V,[7^,... 2) 

(m H-n) ter Ordnung und der Rangzahlen /li, v. Wenn diese beiden Schaa- 

ren nicht identisch sind, und daher ?7j C/g ^3 • • • ^^^ ^1 ^2 ^3 • • • ®^^^ nicht 
nur um je eine unveränderliche Gruppe von einer dritten Involution un- 
terscheiden, so giebt es in der Schaar 2) wenigstens eine Involution 

W^W^W^W^.,. oder [TT] 3) 

(m-4-^)ter Ordnung (itx — i)ten Ranges, von der zwar U^ V^ keine Gruppe 
ist, die aber alle Coincidenzstellen der Reihen 2) und also auch der 
Reihen 1) enthält. Mit F^ Fg Fg . . . hat folglich [TT] unendlich viele 
Punkte gemeinsam. Beide umfassen mithin dieselbe zu beiden projecti- 
vische Involution Z^Z^Z^Z^ . . . rter Ordnung und ^ten Ranges. Ent- 
weder [Z] selbst, oder ein etwaiger Bestandtheil dieser Reihe mufs auch 
zugleich der Reihe [U] angehören. Nehmen wir an, dafs [Z] schon jene 
[U] und [F] gemeinschaftliche projectivische Involution ist, so dafs Ord- 
nungs- und Rangzahlen derselben kleiner als die entsprechenden gegebe- 
nen Zahlen sind. Es sei zunächst ü^ Ü^U^U^. . , in der Form geschrieben 

Z^X^ , Z^X^ , -^3X3 , Z^X^ 5 • • • > 4) 

so ist zu beweisen, dafs X^X^X^X^... eine zu den gegebenen projecti- 
vische Involution (m — r)ter Ordnung, (jx — ^)ten Ranges ist. Zu diesem 
Zwecke sei X^X^X^X'^ . . . eine zu Z^Z^Z^Z^ . . . projectivische Involu- 
tion (m — r')ter Ordnung, (jx — ^)ten Ranges, so dafs also (§ 112) Z^X^^ l r^ c/ 
Z2X2 i Z^X^ ^ Z^X^ . . . eine projectivische Involution mter Ordnung und I 1/ J 
/Aten Ranges ist. Alsdann constituiren 

Z^X^ , AgAg 9 ^3-^3 » ^4-^4 • • • A ^X^fk 9 ^-^2 9 -^3 -^3 » -^4-^4 » • • • 

eine Schaar, in der auch eine Involution Z^X\ ^Z^X'!^^Z^X'^,Z^X'l ... 
Tnter Ordnung und {y. — l)ten Ranges vorkonunt. Wir können voraus- 
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setzen, dafs X'^X'^X'^X'^ . . . eine zu Z^Z^Z^Z^ . . . projectivische Involution 
(m — r)ter Ordnung, (/li — 5 — l)ten Ranges ist. Von hier aus kann man 
aber ganz so, wie es im § 112 geschehen ist, schliefsen, dals auch X^X^ 
JSl3-X^ . . . eine zu Z^Z^Z^Z^ . . . projectivische Involution ist, und zwar 
von der (m — r)ten Ordnung und dem {y, — ^)ten Range. Analog hat 
Fj y^y^y^^ ' ^ die Form Z^ Y^^Z^Y^^Z^Y^^Z^Y^ ... , und es ist Y^ Y^ 
FgF^ . . . eine zu Z^Z^Z^Z^ . . . projectivische Involution (n — r)ter Ord- 
nung und (v — j)ten Ranges. 

§ 114. Sollen unendlich viele Gruppen einer Involution «iter Ord- 
nung und /Liten Ranges mehrfache Elemente umfassen, so mufs jedes Glied 
entweder dieselbe Gruppe mit mehrfachen Elementen oder die entspre- 
chende Gruppe einer Involution niedrigerer Ordnung und niedrigeren Ran- 
ges mehrfach enthalten. 

Es sei zuerst m grölser als /li, die Involution aber gelagert in einem 
Netze vter Stufe. Ist nun /)"* ein beliebiges mfaches Element des Trä- 
gers (a), so suche man für jede Gruppe f/^ die Doppelpunktsgruppe der 
Involution Z)"* , TJ^ auf. Dieselben bilden eine projectivische Involution 
(m — l)ter Ordnung, wenn U^ eine solche im gegebenen Netze durch- 
läuft (§ 76). Dem ganzen Netze entspricht ein coUineares ihrer Doppel- 
punktsgruppen, falls nicht etwa D"* in dem ersteren sich vorfindet. Als- 
dann erhält man nur eine Doppelpunktsgruppe fQr jede von D^ ausge- 
hende Involution, im Ganzen also nur ein Netz (v — l)ter Stufe und 
(m — l)ter Ordnung. Einem weiteren in dem ersten Netze enthaltenen 
mfachen Elemente entspricht ein (m — l)faches in dem Netze der Dop- 
pelpunktsgruppen. Wird vorausgesetzt, dafs sich in einem Netz (m — l)- 
ter Ordnung und (i' — l)ter Stufe höchstens v — 1 (m — l) fache Elemente 
befinden, wenn m — l gröfser als v — 1 ist, so folgt von selbst, dafe in 
einem v fachen Netze mter Ordnung höchstens v m fache Elemente liegen, 
wenn na gröfser als yf ist. Das letztere Resultat ist also durch einen 
Schluis von V — 1 auf v erwiesen. Daher kann in diesem Falle D* 
aufserhalb des Netzes angenommen werden, und es entspricht dem v fa- 
chen Netze ein vfaches der Doppelpunktsgruppen. Auf das ganze Netz 
/uter Stufe, in welchem der Zeiger der gegebenen Involution sich befindet, 
beziehen wir coUinear ein zweites so, dafs dem eigentlichen • Träger der 
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Involution das Netz der Doppelpunktsgruppen entspricht. Dem Zeiger 
entspricht dann ein projectivischer in dem neuen Netze, und der alten 
entarteten Involution eine solche [If] mit dem neuen Zeiger, die in dem 
Netze der Doppelpunktsgruppen liegt. Sie ist zwar noch vom Range m, 
aber nur noch von der Ordnung m — l. Wenn keine unveränderlichen 
Elemente den Gruppen der gegebenen Involution gemeinsam sind, müssen 
beide von einander wesentlich verschieden sein. Zwei entsprechende Grup- 
pen der Involutionen haben nur dann gemeinsame Elemente, wenn in der- 
jenigen der gegebenen Involution mehrfache Elemente sich vorfinden, und 
zwar ist ein j^faches Element einer Gruppe U^^ ein (p — l)faches ihrer , • ^ 

entsprechenden. Unendlich viele Gruppen mit mehrfachen Elementen kön- ^ 4^^^ i ' ^^ ^y J^' 
nen daher nur vorkommen, wenn beide Gebilde in Involutionen niedri- /i./A«*^^aAXt'^ 
geren Ranges zerfallen. Für die einzelnen Bestandtheile ist aber der ^^ 

Satz, welchen wir beweisen wollen, vorauszusetzen. Es enthält mithin ^ ^j^U/^'^ f^ivt^otc 
jede einzelne Theilinvolution [fn>[^]j[^]5 • • • nur eine endliche Anzahl i f 

singulärer Gruppen. In der untersuchten Involution müssen also einzelne /XA/^.4^ , 

Theilinvolutionen mehrfach auftreten; ihre Gruppe 17^ ist von der Form 
^7^1 • • • -^J^ wo Vj^yWj^y...Zj^ homologe Gruppen projectivischer In- 
volutionen [^n j [^ j • • • [-^1 sind. Die entsprechende Gruppe der In- 
volution [ü"] ist von der Form ZF^"^ Wr' . . . ZlK 

Falls nun m nicht gröfser als |u, jedoch gröfser als v ist, hat man 
in dem noch v fachen Netze der Doppelpunktsgruppen zuerst alle Gruppen 
um äH-1 unveränderliche Elemente zu vermehren, wenn die gegebene 
Involution bei der Ausartung mit s unveränderlichen Punkten (s-{-m = iJL) 
erschien. (Vergl. § 106). Man bezieht nun, wie vorher, zwei Netze jixter 
Stufe und fxter Ordnung so coUinear, dafs die beiden genannten v fachen 
Netze einander entsprechen. Dann entsprechen zwei entartete Involutio- 
nen juter Ordnung und /xten Ranges mit projectivischen Zeigern einan- 
der. Während aber von der letzteren Involution sich ä + i unveränder- 
liche Elemente ablösen lassen, lösen von der gegebenen sich 5 Punkte ab. 
Da beide Involutionen somit nicht wesentlich identisch sein können, so 
kann man, wie oben, weiter schliefsen. Wenn endlich m gleich v ist 
(bei allgemeinen Involutionen gleich /u), so liegt D*" in dem v fachen Netz 
und man erhält nur ein (y — i)faches Netz der Doppelpunktsgruppen, das 
man coUinear auf ein beliebiges aufserhalb D*" oder D' gelegenes (v — l)- 
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faches Theilnetz des gegebenen beziehen kann. Alle seine Gruppen versehe 
man noch mit einem unveränderlichen Elemente, und beziehe das von 
ihm und D' constituirte v fache Netz coUinear auf das gegebene. AUe 
Gruppen beider v fachen Netze N und N^ versehe man mit je derselben 
unveränderlichen Gruppe von /x — v Elementen, und betrachte die so ent- 
standenen Netze als homologe Gebilde coUinearer Netze fxter Stufe. In 
dem ersteren kann man einen Zeiger der gegebenen Involution finden, 
ihm entspricht in dem zweiten ein projectivischer; aus der zur gegebe- 
nen homologen Entartung entsteht eine in N* gelegene Involution /Ltten 
Ranges, welche aus dem gefundenen Zeiger durch Projection von einem 
(jx — V — i) fachen, ihn nicht treflfenden Netze aus entsteht. Diese entar- 
tete Involution aber haben wir von der Gruppe aus, die aus D" und 
/n — V unveränderlichen Elementen besteht, auf das Netz zu projiciren, 
welches die Doppelpunktsgruppen, um fx — i' + l unveränderliche Punkte 
vermehrt, enthält. In diesem Netze entsteht eine Involution fxten Ran- 
ges, die aus dem ursprünglichen Zeiger oflfenbar durch Projection von 
einem (jjl — v) fachen Netze aus entsteht. Während man nun die letztere In- 
volution durch Ablösung einer constanten Gruppe auf die (v — l)te Ord- 
nung reduciren kann, geht die erste nur auf die vte Ordnung zurück. 
Beide sind daher wesentlich von einander verschieden und können nur 
dann unendlich viele Gruppen gemeinsam haben, wenn beide in Theil- 
involutionen zerfallen. Nach der Natur der Sache müssen nun wieder 
einzelne dieser Involutionen in der gegebenen mehrfach auftreten. 

§ 115. Die Elemente des Trägers einer Involution fxten Ranges, 
welche nicht ju verschiedenen Ginippen derselben angehören, können 
nur dann in unendlicher Anzahl auftreten, wenn die Involution in Be- 
standtheile zerfallt, und unter diesen sich wenigstens zwei gleiche befinden. 

Wir beziehen zwei auf der gegebenen Involution gelegene Grup- 
penreihen 

1) U^U^U^...AB und V^V^V^...AB 

projectivisch auf einander, wenn die gegebene Involution allgemein ist; 
wenn sie entartet ist, weisen wir sie zwei projecti vischen Anordnungen 
ihres Zeigers zu. Wenn U^ an V^ heranrückt, so rückt auch U^ an V^ 
heran. Die Coincidenzelemente beider Reihen gehören gleichzeitig zwei 
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benachbarten Gruppen an. An der Grenze erhält man daraus ein Ele- 
ment, welches einer ganzen Tangenteninvolution angehört, und mithin in 
weniger als fx verschiedenen Gruppen vorkommt. Zugleich bekommt man so 
alle verschiedenen Elemente der untersuchten Art. Denn nach § 102 mu& 
das Netz (iix — i)ter Stufe, welches durch das Element bestimmt wird 
(§ 83) wenigstens von einer der Gruppen, die ihr mit der Involution ge- 
meinsam sind, die Tangenteninvolution enthalten. Soll es unendlich viele 
solche Elemente geben, so müssen an der Grenze die Reihen 1) unend- 
lich viele Elemente gemeinsam haben. In ihrer Schaar kommt aber we- 
nigstens eine Involution (nx — i)ten Ranges und mter Ordnung vor, die 
einer bestimmten Grenze sich nähert. Diese Involution hat mit der ge- 
gebenen nur dann unendlich viele Punkte gemeinsam, wenn beide in Be- 
standtheile zerfallen, und einzelne von diesen Reihen ihnen beiden ge- 
meinsam sind. Die gegebene Involution ist daher von der Form 

[U] = milP^iU'"] . . . 

Wären nun diese Bestandtheile alle von einander verschieden und nicht 
weiter zerlegbar, so gäbe es erstens nur einzelne Elemente E, die zwei 
Bestandtheilen gleichzeitig angehören, und zweitens, wenn wir unseren 
Satz für Gebilde niedrigeren Ranges voraussetzen, wie er für Involutio- 
nen zweiten Ranges gilt, nur eine endliche Anzahl von Elementen F, die 
in irgend einem Bestandtheil weniger Gruppen angehören, als dessen Rang 
anzeigt. Jeder von den E und F verschiedene Punkt bestimmte aber dann 
oflFenbar so viele verschiedene Gruppen, als der Rang von [U] anzeigt. 
Sollen daher unendlich viele Elemente weniger als /li verschiedene Grup- 
pen bestimmen, so müssen wenigstens zwei dieser Bestandtheile zusam- 
menfallen; dann aber gehört wirklich jedes Element zu weniger als m ver- 
schiedenen Gruppen. 

§ 116. Zwei Involutionen der Ordnungen m und n, der Ränge fx 
und V resp. (i' ^ fx) haben, projectivisch bezogen, im Allgemeinen und 
höchstens mv-^nix gemeinsame Stellen, wenn sie nicht eine zu beiden 
projectivische Involution rter Ordnung und jten Ranges gemeinsam ha- 
ben. Statt ihrer können auch Ausartungen eintreten. 

Wir setzen voraus, dafs der Satz für die Zahlen v und /n — 1(^^ v) 
gilt, und dafs die gegebenen Involutionen nicht in Theile zerfallen (C/i U2 

Math. Äbh. nicht zur Akad. gehör. Gelehrter. 1887, L 21 
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C/3 C/^ . . . A ^1 f^2 ^3 ^4 • • •)• V^^ ^^^ beiden entsprechenden Gruppen U^ 
und V^ kann vorausgesetzt werden, dafs sie kein Element mit einander ge- 
meinsam haben, aus je m resp. n verschiedenen Elementen bestehen, von 
denen überdies jedes zu /x resp. v verschiedenen Gruppen (§§ 114 und 115) 
gehört. Es sei nun ü^ W^W^W^ . . . eine zu den gegebenen projectivische 
Involution mter Ordnung (jut — v)ten Ranges, so betrachten wir die pro- 
jectivischen Involutionen (m + n)ter Ordnung ßten Ranges (§ 112) 

1) v,u, , v,w, , v^w, , v^w^ , . . , Ä r,u,,v,u,,r,ü^,v,u^,... 

In der durch beide bestimmten Schaar giebt es eine Involution (m + w)- 
ter Ordnung, (jix — i)ten Ranges Z^Z^Z^Zj^, . . ^ welche alle aufserhalb 
V^ V^ gelegenen Coincidenzstellen der Reihen 1) mit beiden gemeinsam 
hat. Mit ^1^2^^ ' ' ' ^^^ ^^^ daher aufser ihren Coincidenzstellen mit 
?7i J/g C/3 . . . alle die Stellen gemeinsam , die ihr Element in V^ haben, 
ohne dieser Gruppe anzugehören. Jedes Element von F^ gehört aber 
noch zu (y — 1) anderen Stellen. Wenn wir daher den Satz f&r die Zah- 
len iJL — 1 und V voraussetzen, wie er für ^ = v = 2 gUt, so haben die 
beiden gegebenen Involutionen 

(m + n)v -{-n(jjL — 1) — n(y — 1) = mv-^nfJL 

gemeinsame Stellen. Da somit von ju — 1,1/ auf jjl , v geschlossen werden 
kann, so ist der Satz allgemein bewiesen. Die Formel rechtfertigt sich 
auch för zerfallende Involutionen. 

In dem entsprechenden Beweise für fx = 2 , v = 2 haben wir in Rück- 
sicht auf spätere Anwendungen ein complicirteres Verfahren angewendet. 

§ 117. Es seien zwei projectivische Schaaren 

[i^][F][Tr][Z] . . . Ä [£^'][n[^'][^'] . . • 

projectivischer Involutionen mter Ordnung und /xten Ranges gegeben. 
Man kann unendlich viele zu jenen projectivische Schaaren 

[U"][V"][W"][Z"] . . . Ä [U"'][V"'][W"][Z"'] . . . Ä ... Ä 

aus Involutionen mter Ordnung und /xten Ranges, die zu jenen projecti- 
visch sind, so bilden, dafs je die entsprechenden Involutionen zu Schaaren 

[ü]m[U'']...[u^'^]j[V][vjv"],..[r'y]Ä[wiwjw'^...[w^'^]Ä... 
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gehören, die zu einander projeetivisch sind. Ist den ersteren Schaaren 
eine Involution [U] entsprechend gemeinsam, so ist auch den letzteren 
Schaaren eine Involution [X] entsprechend gemeinsam. 

Der Beweis ist bereits in dem enthalten, was im § 110 entwickelt 
wurde. Wir können durch Annahme geeigneter HOlfsnetze /Liter Stufe 
die gegebenen in allgemeine Involutionen /^tten Ranges projiciren 

«1U2M3U4 • • • ; sSiS»2as3SS4 • • • ; sBiSB^aBsSS^ . . . ; SiSgSaS^ ... 1) 

niUi^Vii . . . : ^{^i^;^i . . . ; SB;2B^2B^SBi . . . ; 3^3^333; . . . , 2) 

deren Netze sämmtlich von einander unabhängig sind. Die unter 1) ge- 
schriebenen Netze gehören alle zu einer, die unter 2) geschriebenen zu 
einer zweiten projecti vischen Schaar von Involutionen fJLten Ranges. Wir 
können nun die beiden (2^+ l) fachen Netze, in denen 1) und 2) liegen, 
coUinear so beziehen (§ 110), dafs [U] und [Hl, [SS] und [«'],[2B] und 
[2B'], u. s. w. einander entsprechen. Beide constituiren aber eine Schaar 
coUinearer Netze. Jenen beiden projectivischen Schaaren 1), 2) entspre- 
chen in den anderen Netzen derselben die projectivischen 

Ui «2^3114 . . • , aSiSSgSSs»;' . . . , ss'/sb^^'ss;' ... 3) 

Alle diese homologen Schaaren sind zu einander projeetivisch, denn es 
gilt dies von den homologen Leitinvolutionen 

UiS3iSBi3i . . . Ä Ui'SBiSBiS; . . . Ä U;'SSl'2Bi'31'. • • Ä Ui^^SS'i^'2Bi^^3r'- • • 
Homologe Involutionen in allen Feldeim schliefsen sich zu Schaaren 

5) [U][U'][tl"] . . . [U^'^ . . . ; 6) [SS][SS'][©"] . . . [SS^^' ; 
7) [2ö][35r|[2B'T . . . [2B<^>] . . . ; 8) [3][31[3"] • . . &'^] . . • 

zusammen, die projeetivisch sind, weil ihre Leitinvolutionen 

5ffi.2B:2ß:...sBt^>...,3„3:...3i:^.. 

zugleich Leitinvolutionen der Schaar von Netzen (2|[/-h l)ter Stufe sind. 
Aus diesen Gebilden gehen durch Projection diejenigen des Satzes hervor. 
Um den Zusatz zu beweisen, lassen wir zuerst [U] , [U*] , [U"] , . . . [U^^^] , .. . 
zusammenfallen in [U]. Dies geschieht aber, wenn wir von dem Netze (U^^^) 
irgend einer der genannten Involutionen aus die ganze Doppelschaar auf 
das durch (U),(33),(3S') bestimmte Netz (3uH-2)ter Stufe projiciren. Dann 

21» 
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entstehen aus den Schaaren 1), 2), 3), 4) , . . . unter sich projectivische 
Schaaren, die sämmtlich die Involution [U] entsprechend gemeinsam ha- 
ben, aus den Schaaren 5), 6), 7), 8) , . . . entstehen projectivische, welche 
homologe Involutionen der vorigen Schaaren verbinden. Auch sie ha- 
ben alle eine Involution entsprechend gemeinsam; da nämlich ein Netz 
(2fx+i)ter Stufe alle Involutionen [f/^^^^] , [SS^^^] , [28^^^ , [3'] umfafst, so 
werden alle diese in eine Involution [Z] projicirt, die daher jeder Schaar 
homologer Involutionen angehört. Durch geeignete Projection kann man 
die soeben betrachtete Schaar in die behandelte überführen. 

§ 118. Buden Ü[U;^Ü^Ü'^...^, Ü';U'^U'^U';.. .; U'i'U'^'U^^'U'^'...;... 
eine Schaar projectivischer Involutionen mter Ordnung und /xten Ran- 
ges, ist f; F^ F^ r^ . . . ; r';v;r'^v'; . . . ; v;' f^" r^' f;" ...;.. . ebe zu 

jener projectivische Schaar von Involutionen nter Ordnung und vten Ran- 
ges, die zu jenen projectivisch sind, ist ferner allgemein W^ die Ooin- 
cidenzgruppe zweier entsprechender Leitinvolutionen ül ü'l U"' . . . ?7V^ . . . 
Ä Vi VI V'l' . . . F^;\ . . , so ist W^ W^ TFg W^... eine zu allen jenen pro- 
jectivische Involution (m + n)ter Ordnung und(iu + v)ten Ranges. 

Der Satz folgt unmittelbar aus dem Vorhergehenden. Denn nach 
§ 117 giebt es eine Involution W^ W^W^W^ . . . (m-hn)ter Ordnung, 
(iu+i/)ten Ranges, welche mit je zwei homologen Gliedern der projecti- 
vischen Schaaren 

1^ U'V /7'F' 77' F' rrV • TPV" TPV* U'V" TP TT" 

/'/' F^"^ TT V^'^ TT F^'^ TT F^'> 

^1 '^ 1 J ^2 '^ 2 J ^3 '^^ 3 » ^4 '^ 4 »•'• 

2^ V'TP V'TP V'TP V'TJ* • V TP' V'TP' V TP' V TP' 

^) '^ 1^1» '^2 ^2» '^3^3» ^^4^45 •••5 '^1^1>'^2^2?'^3^3»'^4^45'*'5-«M 

V'TT^'^ V'TT^'^ V'TT^'^ V'TP'^ 
zu je einer Schaar gehört. Da dann W^^ den Involutionen 

gleichzeitig angehört, so ist TF^, (§ 33j 3) die Coincidenzgruppe der pro- 
jecti vischen Reihen 

§ 119. Ist TFi W^W^W^. . . eine beliebige Involution Qjl -+- l)ten 
Ranges und (m4-l)ter Ordnung, gebildet aus Punkten einer Geraden, 
haben die projectivischen Punktreihen ([A^ , [Jl"] , [A'"] , . . . [A^""^]) 
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MNA^A'^A'r, ...; MNA'^A';A'1 . . . ; MNA'^' A'^' A'^' ...;... 

MNA^^''A]^^A['^ ... 

mit ihr die Punkte M^N entsprechend gemeinsam, hat eine Involution 
Fj F2 F3 F4 F5 . . . mter Ordnung und ^ten Ranges, die zu den Reihen pro- 
jectivisch ist, mit [TF] neben anderen die m-hjut übrigen Coincidenzstellen 
zwischen MNA^A'^A^ . . . und W^ W^W^W^W^ . . . gemeinsam, so gehört 
[F'] zu einer Schaar [F'][F"][F'"] . . . unter einander projectivischer Invo- 
lutionen mter Ordnung und juten Ranges, welche zusammen mit der pro- 
jectivischen Schaar [A'][i4"][A'"] . . . der zu den einzelnen [F] projecti- 
vischen Punktreihen [A] die Involution [TF] erzeugt. Jede Gruppe W^ 
ist dann also die Ooincidenzgruppe zwischen einer Leitreihe il^il'J-A'J' ... 
und der zugehörigen Leitinvolution VI F" F'" . . . 

In der Schaar, welche die beiden projectivischen Involutionen 

bestimmen, befindet sich eine Involution, die mit MNA'^A^A!^ . . . einen be- 
liebigen Punkt ^^ aufserhalb ihrer n-hiLt + 2 Coincidenzpunkte mit [TF] 
entsprechend gemeinsam hat, und daher (§ 116) MNA^A'^A'^ ... als einen 
Theil enthält. Sie ist also von der Form 

Auf die beiden projectivischen Schaaren 

MV^l^ , N V^^\ A^r^\ Air^\ . . . ; W,,W^,W^,W^, . . . ; 

MV[,NV^,A'^^V^,A!i^V^,.., 

M V ^ , N V 2 ^ A^y ^ ^ A^V ^ , . . . ; Kr ^ , W^ 5 W^ , W^ , . . . ; 

findet der Zusatz zum § 117 Anwendung. Sie bestimmen daher unend- 
lich viele zu ihnen projectivische Schaaren von Involutionen /xten Ran- 
ges, die alle mit jenen die Involution W^W^W^ ... entsprechend gemein- 
sam haben. Homologe Involutionen liegen in projectivischen Schaaren 
angeordnet, die alle eine Involution entsprechend gemeinsam haben. Die 
beiden Schaaren 

MV^^^ , NPp , A' r^'> ,Air:\... ; MV['^ , NV[^^ , A^ r<3"> , Ai Ff;) , . . . 

und 

MVi,NV',A<i^V^,A':^Vi,... ; MF;,i\rFj;,4""F3,4->Fi,... 
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oder [AT'>] , [A' r^'*>] und [il^'> F] , [A^'*>F'] haben aber nur die eine In- 
voluj^on [A F'] oder MV[^NV!^^A^V^,A'^V'^ ,. . . gemeinsam. Setzt man 

^!]\A''][A"] ... [A^'^][A^''^][A^'^] .... Ä [F'][F"][F"] ... [F^^>][F^'*>][F<^>] ... , 

so gehört [W] jeder der Schaaren [il'F^'^] , [il^'^F] an und ist, wie der 

Satz behauptet, das Erzeugniis der letzteren projectivischen Schaaren; 

jede Gruppe ist die Coincidenzgruppe von zwei entsprechenden Leitin- 
volutionen. 
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Viertes CapiteL §§ 120-178. 

Allgemeine Theorie der algebraischen ebenen Curven. 

Erster Abschnitt. 

Die Kegelschnitte. §§ 120—128. 

In diesem Capitel sollen Lehrsätze über die Punktgebilde einer 
beliebigen reellen Ebene aufgestellt werden, die in der analytischen Geo- 
metrie als algebraische Curven bezeichnet werden. Nachdem in dem Vor- 
angegangenen die HOlfsmittel zu diesem Unternehmen ausführlich ent- 
wickelt sind, werden wir in diesem Capitel ohne Schwierigkeit zu dem 
genannten Ziele gelangen. 

§ 120. Zwei projectivische StrahlbOschel A^(ß^B2C^ . . .) und A2 
(B^B^C^ •••)» d^ren Centren beliebige reelle oder imaginäre Punkte der 
Ebene sind, erzeugen einen zu beiden perspectivischen Kegelschnitt, auf 
dem A^ , A^ und die Punkte liegen, in denen zwei entsprechende Strahlen 
sich schneiden. Derselbe kann zu allen StrahlbQscheln perspectivisch ge- 
setzt werden, die Punkte von ihm zu Centren haben. 

Durch irgend fünf Punkte, von denen keine vier derselben Gera- 
den angehören, läfst sich allemal ein und nur ein Kegelschnitt legen. 

Wenn irgend drei der fünf Punkte, etwa A^^A^^C^ einer Geraden a 
angehören, die beiden anderen aber aufserhalb derselben liegen, und daher 
eine andere Gerade b bestimmen, so löst sich der Kegelschnitt in a und 
b auf. Sollen zwei Büschel mit Centren aufserhalb a so bezogen werden, 
dafe in A^,A2,C^^B^^B2 entsprechendeStrahlen sich treffen, so müssen sie 
zu a perspectivisch liegen. Zwei entsprechende Strahlen müssen sich ent- 
weder nur auf a schneiden oder zusammenfallen. Da nun in -ß^ und jSg 
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entsprechende Strahlen sich treffen, so müssen beide Centren P und Q 
auf B^B^ liegen. Liegt P auf dem Strahle a , Q aufserhalb desselben, so 
entsprechen dem Strahle a des ersteren drei verschiedene und daher (§ 16, l) 
alle Strahlen des zweiten Büschels; alle von a verschiedenen Strahlen des 
Büschels P entsprechen einem Strahle des Büschels Q. Da aber nach B^ 
und B^ entsprechende Strahlenpaare führen, so gehört Q der Geraden B^ B^ 
an. Sollen endlich P und Q dem Strahle a angehören, so entspricht a, 
weil auf ihm drei Punkte liegen, sich selbst. Von den perspectivischen 
Büscheln müssen sich je zwei entsprechende Strahlen auf B^B^ treffen. 
Sollen sich also von zw^ei projecti vischen Büscheln je zwei entsprechende 
Strahlen in den drei Punkten A^^ A^^ C^ von a und in B^ , jBg treffen, 
so ist allemal das Geradenpaar ab ihr Erzeugnifs. 

Liegen keine drei der fünf Punkte Aj^jA2^B^^B2^C^ auf einer Gera- 
den, so ist das Erzeugnifs (4^i42)(^i^2^i •• •) ^^^ beiden Büschel A^{B^ 
^2^i'-0 ^^^ ^2 (-^1 -^2 ^1 • • identisch mit dem Erzeugnifs (ßiß2)(^i 
ilgCi . . .) der beiden Büschel B^^A^A^C^ . . •) A ^2(^-^2^! • • •)• ^^^ 
beiden Büschel A^ und A^ schneiden auf C^B^ und C^B^, da A^C^ und 
A^C^ sich entsprechen, perspectivische Punktreihen aus. Verbindungs- 
linien w entsprechender Punkte gehen, weil auch Aj^B2 und -^gjBi zugehö- 
rige Punkte verbinden, durch den Kreuzungspunkt W dieser Geraden. 
Lassen wir w sich drehen und verbinden ihre Schnittpunkte mit C^B^ 
und CjjBg resp. mit A^ und A^^ so beschreibt deren Kreuz ungspunkt i^ 
den Kegelschnitt (-4ji42)(^i^2^i)' Halten wir nun in irgend einer Zwi- 
schenlage jPj die Geraden A^F und A^F fest, lassen aber B^C^ und ^82^1 
beweglich werden, so beschreibt ihr Schnittpunkt C einen Kegelschnitt 
(5j -ßg) (-4^ ilg -^1) » ^^^^ ^ber auch C^ angehört, weil hier C seine Bewe- 
gung beginnt. C überschreitet -F^, wenn w die Lage WF^ annimmt. 
Ein beliebiger Punkt F^ des ursprünglichen Kegelschnittes gehört also 
auch demjenigen an, der, mit Hülfe der Strahlbüschel B^ und B^ erzeugt, 
durch die hinzukommenden Punkte A^ , A^^ C^ sicher eindeutig bestimmt 
wird; beide sind daher mit einander identisch [(il^ -42) (^1^2^*1 • • •) ""^ 
(jBifi2)(^i^2^i • • •)]• ^s ^st mithin durch fünf Punkte nur ein Kegel- 
schnitt möglich, und es sind überdies alle Strahlbüschel, die ihr Cen- 
trum auf dem Kegelschnitte haben und zu ihm perspectivisch sind, unter 
einander projectivisch. 
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Aus dem bewiesenen Satze folgen aber nach § 19 alle die Sätze, 
welche bei reellen Kegelschnitten allein unter Benutzung der verschiede- 
nen Erzeugungsweisen derselben sich ableiten lassen; insbesondere folgt 
der Satz, dafs es in jedem Eegelschnittpunkte eine Tangente giebt, und dafs 
alle Tangenten auf zwei festen projectivische Punktreihen ausschneiden. 

§ 121. Jede Gerade, welche nicht Tangente eines Kegelschnittes 
ist, begegnet ihm in zwei verschiedenen Punkten. Läfst man die Gerade 
um irgend einen ihrer Punkte sich drehen, so werden die Schnittpunkt- 
paare von jedem seiner Punkte aus durch eine Involution zweiter Ord- 
nung projicirt, welche zu dem StrahlbOschel projectivisch ist. 

Diese Sätze sind im ersten Abschnitt des zweiten Capitels (§§ 25 und 
26) bewiesen worden. 

§ 122. Sind P und Q zwei dem Kegelschnitte nicht angehörige 
Punkte, so schneiden die Strahlen ^^jPg^Pa ? • • • ^^^ Büschels P (mit dem 
Oentrum P) in Punktepaaren, die von Q aus durch Paare einer zu ihm pro- 
jectivischen Involution zweiter Ordnung und zweiten Ranges projicirt wer- 
den. Liegt P auf dem Kegelschnitt, so ist das zugehörige Gebilde eine 
(entartete) Involution erster Ordnung und zweiten Ranges. 

Würde man die einzelnen Strahlen von Q ins Auge fassen, so hätte 
man die beiden Büschel P und Q als zwei -zweideutig bezogen zu be- 
trachten ^ . 

Der Kegelschnitt kann durch zwei projectivische Strahlbüschel ^ ^ 

^i^2^3 • • • "^^ ^i^2^3 • • • erzeugt werden, deren Centren R und S ihm 
angehören, aber aufserhalb der Geraden PQ liegen. Die Strahlen r^ wer- 
den vom Büschel PiP^Ps ... in projectivischen Punktreihen getroffen. Die- 
selben werden von Q aus durch zu PiP^Pz • • • projectivische Strahlbüschel 

Q(PA,,A,,A,,...R) 1) 

projicirt, die alle die Strahlen QP und QR entsprechend gemeinsam ha- 
ben und daher zu einer Schaar gehören. Die Leitbüschel 

QiPA,^A,,A^...R) 2) 

sind alle zum Strahlbüschel r^ rg rg .. . projectivisch und erzeugen mit 
ihm die Strahlen ^^,^2,^3 , . . . ; das /xte Büschel bestimmt den Strahl j)^. 

Math. Äbh, nicht zur ÄkacL gehör. Gelehrter. 1887. L 22 
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Die Strahlen s^ werden ebenfalls durch das StrahlbOschel PxP^Pz • • • i^^ pro- 
jectivische Punktreihen zerlegt; sie werden von Q aus durch Strahlbüschel 

3) Q{PAlAlAl^ ■■■S) 

projicirt, die zu einander und zu den Reihen 1) projectivisch sind. Die 
letzteren haben alle QP und QS mit einander entsprechend gemein. In 
allen Reihen 1) und 3) entspricht QP sich selbst; dem gemeinsamen 
Strahle QS aller Reihen 3) gehören aber in den verschiedenen Reihen 1) 
wechselnde Strahlen zu. Die Büschel 3) gehören zu einer Schaar. Ihre 
Leitbüschel 

4) Q(PA'.4'.^'«...S) 

sind ebenfalls zu einander, aber auch zu dem Büschel Sj^s^s^ . . . projec- 
tivisch, mit dem zusammen speciell das /ute den Strahl p^ erzeugt. Da 

nun ^1^2 ^3 ^4 • • • "^^ ^1^2 ^3 ^4 • • • zu einander projectivisch sind, so sind 
es auch je zwei entsprechende Leitbüschel 2) und 4). Ihre Coincidenz- 
strahlen QS^ , QSl führen nach den Schnittpunkten S^ , Sl von p^ mit dem 
Kegelschnitt. Diese werden daher von P aus durch die Strahlenpaare 
einer zu PiP2Pz • • • projectivischen Strahleninvolution 

zweiter Ordnung und zweiten Ranges projicirt (§ 118). Dieselbe ist zu- 
nächst zu den projectivischen Involutionen der Schaaren 1) und 3) und 
damit zu dem Büschel PiP2Ps • • • projectivisch. 

§ 123. Zwei Kegelschnitte K^ und K2 haben stets Schnittpunkte 
mit einander gemeinsam, und zwar im Allgemeinen und höchstens vier 
verschiedene. 

Die projectivischen Strahlbüschel R und S, welche K^ erzeugen, 
treflfen K^ in Punktepaaren, die von einem seiner Punkte aus durch 
die Strahlenpaare zweier projectivischer Involutionen zweiter Ordnung und 
ersten Ranges projicirt werden (§ 121). Die vier Coincidenzstrahlen der- 
selben (§ 32) projiciren die gesuchten Punkte. Daher giebt es stets sol- 
che Punkte, im Allgemeinen aber vier verschiedene. 

Anmerkung. Wir hätten auch zwei Involutionen zweiten Ran- 
ges mit dem Centrum Q benutzen können, die zu demselben Strahlbü- 
schel P projectivisch sind und mit ihm K^ und iTg erzeugen. Alle Coin- 
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cidenzstrahlen beider Involutionen, die aufserhalb QP liegen, ftkhren nach 
gemeinsamen Punkten beider Kegelschnitte. Doch ist das angewendete 
Verfahren bei Weitem einfacher. 

§ 124. Durch zwei verschiedene Kegelschnitte K^ und K^ dersel- 
ben Ebene ist ein Büschel K^ , K^ von Kegelschnitten JT^ , JTg , JTg , Ä^ , . . . 
bestimmt. Dieselben enthalten sämmtliche K^ und K^ gemeinsamen Punkte. 
Jeder andere Punkt gehört nur einem Kegelschnitte an. Auf allen Ge- 
raden, die von einem der ersteren ausgehen, bestimmen die Kegelschnitte 
projectivische Punktreihen. Sie treffen jede andere Gerade in den Punkte- 
paaren einer Involution zweiter Ordnung und einen beliebigen Kegel- 
schnitt in den Gruppen einer Involution vierter Ordnung. Alle diese 
Involutionen sind unt^r sich und mit den vorstehenden Punktreihen pro- 
jectivisch. Den genannten Gebilden schliefsen sich noch als projectivisch 
die TangentenbOschel in einfachen Grundpunkten an, wo also die gege- 
benen Kegelschnitte verschiedene Tangenten zeigen. Zu allen diesen Ge- 
bilden kann das Kegelschnittbüschel projectivisch gesetzt werden. 

Beide Kegelschnitte haben (§ 123) wenigstens einen Punkt P ge- 
meinsam. Wir können sie daher mit Hülfe eines Strahlbüschels P und 
zweier anderer dazu projectivischer mit den Oentren 0^ und 0^ erzeugen. 
Die beiden zum Büschel P projectivischen Strahlbüschel 0^ und 0^ er- 
zeugen einen Kegelschnitt K oder ÄjÄg-^a • • • ? ^'^^ ^^ ihnen beiden per- 
spectivisch ist. Die verschiedenen Strahlbüschel 

0^(R^R^R^.. .) , 02(^1^2^3 • • •) 9 OgCÄ^Äg-^s ••)»'•• ^x (^1-^2-^3 • • 5 • • • 
welche von Punkten 0^ , Og , O3 , . . . 0^ , . . . der Ourve K aus die Reihe 
R^R^R^^ • . projiciren, erzeugen mit dem festen Strahlbüschel P die Ke- 
gelschnitte Zj , ^2 , J^'s , . . . J^x 9 • • • <i^s genannten Büschels. Jeder K^ 
und K2 gemeinsame Punkt gehört einem Strahle p^ und den beiden ent- 
sprechenden Ojfij und 02^^ gleichzeitig an. Er ist also mit R^ iden- 
tisch und gehört folglich auch allen anderen Kegelschnitten des Büschels 
an. Irgend einem Strahle p^ gehören bei der Erzeugung der verschiede- 
nen Kegelschnitte die Strahlen des Büschels R^ (0^ 0^ 0^0^. . .) zu. Die 
von Oj Og O3 O4 . . . eindeutig abhängende Anordnung der K^ schneidet 
daher auf allen von P ausgehenden Strahlen zu einander projectivische 
Punktreihen aus. Auf irgend einer Geraden l schneidet das Büschel P 

22» 
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eine Punktreihe P^P^P^P^ . . , aus, und die verschiedenen Büschel 0^, 
O2 ? O3 , O4 5 ... treflfen dieselbe in eben so vielen unter einander und zu 
P1P2P3P4... projectivischen Punktreihen 

^11 ^21 ^31 ^41 • ' • A ^12 ^22 ^32 ^42 • • • A Cijs ^23 ^33 Q43 • • • A • • • 

Sie haben alle die beiden Schnittpunkte zwischen / und K entsprechend 
gemeinsam und gehören daher zu einer Schaar. Mit P1P2P3 . . . bestim- 
men sie die Punktepaare einer bestimmten Involution zweiter Ordnung, 
welche zugleich von dem BQschel K^K^K^K^ . . . auf / ausgeschnitten 
wird. Die Paare erscheinen in einer zu den Leitreihen 

^11 ^12 ^13 ^14 • • • A ^21 ^22 ^23 ^24 • • • A Q>^i Q^% Q^z Q^^ • • • A • • • 

und also zu den Büscheln R ^(0^020^0^. . .) projectivischen Anordnung 
(§§ 25 und 26). Auf allen Geraden bestimmt das KegelschnittbOschel In- 
volutionen zweiter Ordnung, die zu einander projectivisch sind. 

Hieraus ergiebt sich das Eegelschnittbüschel als unabhängig be- 
stimmt von der Wahl der HOlfspunkte 0^ und Og. Durch jeden belie- 
bigen Punkt S geht ein Kegelschnitt K,^ des Büschels. Eine um S bewegte 
Gerade schneidet K^ und Äg in je zwei Punkten. Die Schnittpunkte 
zwischen / und K^^ bilden ein Glied der durch die ersteren Paare be- 
stimmten Involution. Nach dieser Bestimmung ist es auch gleichgültig, 
welchen der gemeinsamen Punkte P von K^ und Zg man zur Bildung 
des Büschels verwendet. 

Alle Kegelschnitte des Büschels bestimmen auf irgend einem an- 
deren Ä die Gruppen einer Involution vierter Ordnung. Denn die Punkte- 
paare, welche Pi^p^^Psi • • • ^^uf St ausschneiden, werden von einem sei- 
ner Punkte Q aus durch Strahlenpaare einer projectivischen Involution 
zweiter Ordnung, ersten Ranges Q(Pii P22^33 • • projicirt, wo also all- 
gemein durch QPxx ein Strahlenpaar derselben bezeichnet wird. Die Punk- 
tepaare, welche 0^(R^R2R^ • • •) 5 ^2(ßi^2^s • • •) 5 ^^(ßi^^^z • • •) 5 • • • 
^{R^R^R^ ' ' •^ ausschneiden, werden durch eben so viele unter einander 
projectivische Involutionen zweiter Ordnung 

QiRllR^l^Zl . . .) A 0(^12-^2 2-^^32 • • A Q(-ßi3-'^23-^33 • • •) A • • • A 

projicirt. Da nun diesen Reihen die Coincidenzstrahlen, welche nach den 
Schnittpunkten zwischen K und Ä führen, gemeinsam sind, überdies aber 
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homologe Gruppen zu projectivischen Involutionen gehören, so sind alle 
jene Involutionen zweiter Ordnung und ersten Ranges Glieder einer 
Schaar (§ 73). Sie hahen daher mit 0(^x1^22^33 •• •) ^^® Gruppen einer 
Involution vierter Ordnung gemeinsam (§ 74). Ihre Gruppen erscheinen 
projectivisch zu Q(R^^R^^R^^ . . .)^ also auch projectivisch zu der Reihe 
Ol Og O3 . . . auf K, durch deren Punkte die Kegelschnitte des Büschels 
eindeutig fixirt werden können. 

Ist P ein einfacher Schnittpunkt der Kegelschnitte K^ und K^^ 
zeigen also dieöe und folglich alle Kegelschnitte des Büschels von ein- 
ander verschiedene Tangenten, so ist das Büschel derselben projectivisch 
auf die Kegelschnittreihe O^O^O^ bezogen. Diejenige f^ des Kegelschnit- 
tes JT^ entspricht nämlich in dem festen Büschel PiP^Pz • • • projectivisch 
dem Strahle O^P^ welcher in noch einem Punkte Rl den Kegelschnitt K 
trifft. Zu der so entstehenden Reihe R^R^R^R^ ... ist also das Tan- 
gentenbüschel t^t^t^t^ . . . des Kegelschnittbüschels projectivisch. Da aber 
Rl und Ox ein Paar einer Involution bilden, so sind die Reihen RIR2 
Ä3Ä4 . . . und O-^^O^O^O^ . . . wieder unter sich und folglich mit dem Tan- 
gentenbüschel projectivisch. Wir können das Kegelschnittbüschel zu allen 
im Satze angegebenen Gebilden perspectivisch setzen, da diese alle unter 
einander projectivisch sind. 

§ 125. Die concentrischen und projectivischen Strahleninvolutio- 
nen zweiter Ordnung und zweiten Ranges, welche zusammen mit einem 
festen Strahlbüschel PiP^Pz • • • die Kegelschnitte Ä'j , Äg , Z3 , . . . iT^ , . . . 
eines Büschels erzeugen, gehören zu einer und derselben Schaar, die 
ihrerseits zu dem Büschel K^K<^K^ . , . K^^ . , . projectivisch ist. 

Die Punktepaare, welche i>i ^2^2 »Ps »2^4 » • • • ^"^ ^it^^t ^3 ^^S" 
schneiden, mögen durch die drei zu einander projectivischen Involutionen 
zweiter Ordnung und zweiten Ranges (§ 122) 

Q(RyR[ , -82-^2 ' -^3-^3 > -^4-^4? • • •) 5 Q(ß^S[ , SgSg , SgSg , S4S4, . . .) 

Q(T,t[,t^t;,,t^t;,,tj[,...) 

von Q aus projicirt werden. Man lege nun durch die Punkte T^ und 
Tj,, welche nicht Grundpunkte des Büschels sind, einen beliebigen Ke- 
gelschnitt Ä', welcher P und Q enthält. Derselbe wird, von speciellen 
Lagen abgesehen, in je vier verschiedenen Punkten K^ und K^ treffen. 
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TaVl einer Gruppe der durch erstere auf §i bestimmten Involution gehö- 
ren T^ und T^. Die besagten Gruppen werden von Q aus durch Grup- 

AjL /f \k#w/ 'iT '^ P®° 9i*^5?2^93^ einer Strahleninvolution vierter Ordnung und ersten Ran- 
Mri^4/I^4^vv g^^ projicirt. Sie sind den drei Involutionen zweiten Ranges mit dem 

w<L Lj ^ß^^icLus/ Strahlbüschel ?i?2?394 • • • gemeinsam, das mit P1P2-P3 • • • zusammen Ä' 
^ erzeugt und also zu den drei Involutionen zweiten Ranges projectivisch 

ist. Nach § 110 ist daher Q{TyT'^ eine Gruppe der Involution zweiter 
Ordnung und zweiten Ranges, die mit den ersten beiden zu einer Schaar 
gehört, und in der Q(T'jT'i) das entsprechende Paar zu Ci(ß,^R[) und 

Q('^i^i) ^^*- ^^ ^^"^ ^^ ®"^ beliebiger Punkt von K^ ist, so folgt der 
behauptete Satz. 

§ 126. Durch drei beliebige Kegelschnitte K^^K^^K^^ die nicht 
demselben Büschel angehören, ist ein Kegelschnittnetz zweiter Stufe be- 
stimmt, dem erstens die Kegelschnitte Ä^ , ^^ , Äg , . . . des Büschels K^ , K^ 
zweitens alle Kegelschnitte -K^ , Ä'g , Jf^ , Xg , . . . der Büschel Ky^K^\K^^K^\ 
K^^K^\K^^ K^\ . . . angehören^^. 

Irgend zwei der genannten Kegelschnitte bestimmen ein ganz im 
Netze enthaltenes Büschel, und irgend zwei Büschel haben stets einen 
Kegelschnitt gemeinsam. 

Zuerst hat das Büschel K\ , K!^ mit dem anderen K^ , K^ oder 
K^ , K^ einen Kegelschnitt K gemeinsam. Man setze 

KJ^^K\ . . . A K^K^K'^ . . . 

Das Erzeugnifs der beiden Büschel besteht zum einen Theil aus dem Ke- 
gelschnitt Ky Es sei iS irgend ein Punkt des anderen Bestandtheils , s 
eine ihn enthaltende Gerade. Sie triflft; die beiden Büschel in den pro- 
jectivischen Involutionen 

zweiter Ordnung und ersten Ranges. Die beiden Coincidenzpunkte S und 
S' aufserhalb ü liegen auf der untersuchten Curve. Sie bilden gleich- 
zeitig ein Paar der beiden Involutionen U^,U^^ und U^ , U^ (§ 71). 
Nach der ersten Bestimmung durchläuft S' einen Kegelschnitt K des Bü- 
schels ^p-K„^ (§ 124), nach der zweiten einen Kegelschnitt Ä" des Büschels 
Kl ,K^. Daher ist der zweite Bestandtheil des betrachteten Erzeugnisses 
ein beiden Büscheln gemeinsamer Kegelschnitt K. 
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Das Erzeugnifs dieser beiden Büschel ist aufser K ein Kegelschnitt, der 
zugleich den Büscheln -AT, , Kl und K^ , Ä^ angehört und daher mit K^ 
zusammenfällt. Er gehört aber auch mit irgend zwei entsprechenden Ke- 
gelschnitten zu einem Büschel, und daher mufs jedem der Büschel ^^ , jS^ 9 
K^yK^; K^jK^; K^yK^'j ... je ein Kegelschnitt ^2 > -^3 » -^4 > ^5 ? • • • ^^^ 
Büschels Kl , Z^ angehören. 

Es ist nun zwei beliebigen Büscheln des Netzes ein Kegelschnitt 
gemeinsam. Denn sie treffen die Büschel K^ , K^ und K^ , K^ in den Ke- 
gelschnitten K; , K'; und üT; , K^. Dafs aber K; , Ä"; und K'/ , K'^ einen 
Kegelschnitt gemeinsam haben, folgt aus dem ersten Theile unserer Ent- 
wickelung. 

Offenbar steht das Kegelschnittnetz in genauester Verbindung zu 
der Ebene mit ihren Punkten und Geraden, oder zu dem Involutions- 
netz zweiter Stufe. Alle Sätze, welche für das eine oder andere dieser 
Gebilde zweiter Stufe gelten, haben ihr Analogon im Kegelschnittnetz. 

§ 127. Irgend ß-hl Kegelschnitte (|i>t + 1 ^ 5) K^.K^^K^, . .. 
jff^^^j, die nicht zu demselben Netze Qjl — l)ter Stufe gehören, bestimmen 
ein Kegelschnittnetz /xter Stufe, dem erstens die Kegelschnitte K^^^^K^^^y 
-^M+4? • • • des Netzes (iw — i)ter Stufe K^K^ . . . K^^^ und zweitens die Bü- 
schel K^jK2;K^jK^; . . . K^^K^lK^y K^^^ ; K^ , K^^^ ; K^ , ^^+3; ... an- 
gehören. Jedes Netz, welches allein aus Gruppen des Netzes jtxter Stufe 
bestimmt werden kann, mufs ganz in demselben liegen. Zwei solche Netze 
ater und /3ter Stufe haben, wenn a + /3 nicht kleiner als fx ist, ein Netz 
(a-f-/3 — /u)ter Stufe gemeinsam, also einen Kegelschnitt, falls a + /3 
gleich iJL ist. Irgend ein Punkt der Ebene kommt in den Kegelschnitten 
eines Netzes (m — l)ter Stufe vor. Alle Netze (a + i)ter Stufe, welche 
von demselben Netz ater Stufe ausgehen, werden zu einem Netzbündel 
(jjL — a — i)ter Stufe gerechnet, resp. zu einem Netzbüschel, wenn a = fjL — 2 
ist. Ein jedes Netzbündel bestimmt auf allen (ji/ — a — i) fachen Netzen, 
die seinen Träger nicht enthalten, collineare, resp. projectivische Gebilde. 

Der Satz ist eine Übertragung der Lehrsätze 81 — 84 in's Gebiet 
der Curvennet^e. Das Theorem ergiebt sich aus § 126 ganz so, wie die 
citirten §§ aus § 77 folgten. 
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§ 128. Durch irgend zwei projectivisclie Kegelschnittbüschel 

und ein zwei entsprechende Kegelschnitte verbindendes Büschel U^ V^ W^ 
Z^. . . ist eine zu diesem perspectivische Schaar unter sich projectivischer 
Kegelschnittbüßchel 

bestimmt. Homologe Glieder ordnen sich zu projectivischen Leitbüscheln 

U^V.W^Z^... Ä U^V^W^Z^... Ä u^v^w^z^...A u^v^w^z^...-K ... 

an, zu denen eben desshalb die Schaar perspectivisch gesetzt werden kann^^. 
Der Satz ist eine Umschreibung eines Specialfalles vom § 86. Um 
aber ein Beispiel für die Übertragung zu geben, wollen wir den Beweis 
hier führen. Es mögen zuerst ?7i , £^2 , F^ , Fg ein Netz dritter Stufe be- 
stimmen. Keine zwei der Büschel ö'j , F^ ; t/g , Fg ; t/^ , P^ werden daher 
einen Kegelschnitt mit einander gemeinsam haben. Das Netz zweiter 
Stufe W^U^V^ hat also (§ 127) mit dem Büschel [/g , F3 einen Kegel- 
schnitt TF3 gemein. Die beiden Büschel C/g ? ^2 ^^^ ^1 ' ^3 haben, da 
sie demselben Netze zweiter Stufe angehören, einen gemeinsamen Kegel- 
schnitt TFg. Die beiden Netzbüschel 

sind mit einander identisch, da die drei Paare entsprechender Kegelschnitte 

^1 5 ^1 5 ^2 » ^2 5 ^3» ^3 J^ °^^* ^ly ^3 2^ demselben Netze gehören. Je 
zwei entsprechende Kegelschnitte U,, und V^ der beiden Büschel 

bestimmen daher ein Büschel t/^ , F^, welches mit W^ , TF3 je einen Ke- 
gelschnitt W^ gemeinsam hat. Aus dem Gegebenen ist klar, dafe von 
jeder Curve C/j , Fj , TF^ , Z^ . . . des Büschels U^ , F^ nur ein Büschel 

ausgeht. Alle sind, da sie zu dem Netzbüschel W^ , W^ z. B. perspecti- 
visch sind, projectivisch. Aber auch die Leitbüschel 

sind alle zu einander projectivisch, denn sie sind sämmtlich z. B. zu dem 
Netzbüschel U^ , V^ perspectivisch. 
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Liegen U^U^Ü^ . . . und ^i ^2 ^^3 • • • ^^ demselben Netze zweiter 
Stufe, so setzen wir, wenn V^ und U^ nicht zusammenfallen, die beiden Bü- 
schel ^il^2^3^4- •• "°^ ^1332833354585 . . . hinsichtlich einer Curve Faufser- 
halb des Netzes perspectivisch, so dafs also F, V^ , 33^ zu einem Büschel 
gehören. Für die Büschel U^ U^U^U^.. . und V^^^^^^^ . . . gilt der 
aufgestellte Satz. Wenn man die Schaar projectivischer Büschel, die sie 
constituiren , und deren Leitbüschel von F aus auf U^V2U2 projicirt, so 
erhält man zwei Reihen von Büscheln, die den Bedingungen des Satzes 
entsprechen. Es giebt aber auch in diesem Falle nur eine Schaar. Ha- 
ben zuerst U^ U^U^U^, , . und V^ Fg F3 F^ . . . eine Curve V entsprechend 
gemein, s6 ist sie allen anderen Büscheln mit den gegebenen gemeinsam, 
und diese sind also zweifellos bestimmt, Haben sie aber keine Gruppe 
gemeinsam, so gehört die C/g, Fg und t/3, F3 gemeinsame Curve Jf' keinem 
anderen Büschel C/^, F^ an. Es mögen allgemein die Curven W^ und W^ 
von C/gj ^2 ^^^ ^3» ^3 °^^* ^1 j® ^^ einem Büschel liegen. Setzt man nun 

w.w^w^w^... A w^w^w;wi... Ä tFiTF^'tf^'tf;'..:, 

so liegen W^^W^^W'^^X' in einem Büschel. Da nun Ü^^V^ X' nicht ent- 
halten kann, so genügt allein das Büschel TFJTF2TF3TF4 . . . den gestellten 
Bedingungen, weil W^^X' und C/4, F^ nur die Curve W^ gemeinsam haben. 
Falls ü^ U^U^U^' • • und V^ Fg F3 F^ . . . nur verschiedene Anordnungen 
desselben Büschels sind, kann man sich auf § 19 berufen. 

Zweiter Abschnitt. 

Aufstellung von Lehrsätzen über allgemeine Curven nter Ordnung. 

§§ 129—138. 

§ 129. Zwei zu einander projectivische Büschel von Curven rter 
und (n — ?')ter Ordnung erzeugen eine Curve nter Ordnung, auf der sich 
nämlich je zwei entsprechende Curven der beiden Büschel durchschneiden. 
Wenn n in die Form 2m + « gesetzt wird (6 = {5), so sind m verschie- 
dene Arten der Erzeugung von Curven nter Ordnung zu unterscheiden. 

Von diesen m Classen sind die beiden ersten (r = l und r = 2) 
mit einander identisch und umfassen alle übrigen. Jedoch kann nicht 
behauptet werden, dafs auch jede andere Classe alle übrigen umfafst. 

Math. Äbh. nickt zur Äkad, gehör. Gelehrter, 1887. L 23 
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§ 130. Wählt man auf einer Curve nter Ordnung (K"^) einen Punkt 
S beliebig aus, so giebt es unendlich viele Büschel von Curven (n — !)• 
ter Ordnung -£"*"*, die, projectivisch auf das Strahlbüschel S bezogen, 
mit ihm die Curve wter Ordnung erzeugen. Die Grundpunkte eines jeden 
derartigen Büschels gehören sämmtlich der Curve an ; man kann von ihnen 
im Allgemeinen um einen Punkt mehr willkürlich annehmen, als zur Be* 

Stimmung einer Curve (n — 2) ter Ordnung hinreichen ^ I' L 

Durch irgend vier Punkte der Curve, von denen keine drei in 
einer Geraden liegen, kann man ein Eegelschnittbüschel legen, das mit 
unendlich vielen auf dasselbe projectivisch bezogenen Büscheln von Cur- 
ven (n — 2)ter Ordnung zusammen die Curve nter Ordnung erzeugt. Die 
Grundpunkte des letzteren Büschels liegen alle auf derselben, und man 
kann von ihnen im Allgemeinen um einen mehr willkürlich wählen, als 

zur Bestimmung einer Curve (n — 3) ter Ordnung hinreichen y" o r 

§ 131. Schneidet man die Curve nter Ordnung durch die Strah- 
len p^ ,jp2 ji>8 ji>4) • • • eines Büschels mit dem Centrum P, so werden die so 
entstandenen Gruppen zu je n Punkten von Q aus durch Strahlengrup- 
pen Ji 5 52 » ?3 » • • • ^^^^^ 2u jenem Büschel projectivischen Involution nter 
Ordnung und nten Ranges projicirt. Wenn P und Q beide aufserhalb der 
Curve gelegen sind, so entspricht dem Strahle PQ der nfach zählende QP. 

Wenn P auf die Curve verlegt wird, so sinkt die Ordnung, wenn 
Q auf dieselbe gelangt, der Rang um eine Einheit herab. Im ersten Falle 
entspricht der Tangente in P eine Gruppe, in der QP vorkommt, im 
zweiten Falle entspricht dem Strahle PQ eine Gruppe, die aus dem (n — l)- 
fach zählenden Strahl QP und der Tangente in Q besteht. 

Kann eine Curve durch ein beliebiges Strahlbüschel i?i/>2-P3 • • • 
und eine projectivische Strahleninvolution ?i ?2 33 • • • ^^^^ Ordnung und 
nten Ranges mit beliebigem Centrum Q erzeugt werden, so ist sie eine 
Curve nter Ordnung nach der Definition des § 129. 

§ 132. Zwei Curven rter und (n — r)ter Ordnung können zusam- 
men als Curve nter Ordnung betrachtet werden. 
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§ 133. Zwei Curven von den Ordnungen m und n können nur 
dann unendlich viele Punkte mit einander gemeinsam haben, wenn ent- 
weder die eine die andere als Theil umfafst und daneben noch eine 
Curve niedrigerer Ordnung als zweiten Theil enthält, oder wenn beide 
dieselbe Curve rter Ordnung und daneben noch je eine Curve (m — r)ter 
resp. (n — r)ter Ordnung enthalten. 

Im anderen Falle sind stets gemeinschaftliche Punkte, und zwar im 
Allgemeinen und höchstens mn verschiedene, vorhanden. Der letztere Fall 
tritt dann immer, aber auch nur dann ein, wenn in jedem vorhandenen 
gemeinsamen Punkte die beiden Curven bestimmte, aber von einander 
verschiedene Tangenten zeigen. Ist dies Merkmal bei ^verschiedenen 
bekannten Schnittpunkten erfüllt, so sind noch andere gemeinsame Punkte 
vorhanden, falls s kleiner als mn ist. 

§ 134. Werden zwei Gebilde von jedem Strahlbüschel PiP^Pz' • • 
in Gruppen zu m resp. n Punkten zerlegt, diese aber von einem beson- 
deren Punkte Q aus durch zwei projectivische Strahleninvolutionen mter 
resp. nter Ordnung und juten resp. i'ten Ranges projicirt, so haben die- 
selben im Allgemeinen und höchstens mv-\-nfJL — /uv gemeinsame Punkte 
aufserhalb Q. Dem Strahle PQ entspricht, wie auch P gewählt ist, eine 
Gruppe, in der QP /xfach resp. vfach vorkommt, und in der daneben 
noch je eine unveränderliche Tangentengruppe von m — fx resp. n — v 
Strahlen vorkommt. Sind nun diese von einander verschieden, so 
sind unter allen Umständen aufserhalb Q gemeinsame Punkte vorhanden; 
unter ihnen zählt jeder Punkt einfach, in dem beide Gebilde bestimmte, 
aber verschiedene Tangenten zeigen. 

§ 135. Irgend zwei verschiedene Curven U und V nter Ordnung 
bestimmen ein Büschel UVWZ . . . von Curven nter Ordnung, dessen 
Curven sämmtliche Schnittpunkte von U und V mit einander gemeinsam 
haben. Ist S irgend ein U und V gemeinschaftlicher Punkt, und sind U 
und V die Erzeugnisse des Strahlbuschels s^s^s^s^ . . . mit den Büscheln 
f/j U^Ü^U^ . . . und V^ ^2 ^3 ^4 • • • ^^° Curven (n — l) ter Ordnung , so 
bestimmen die Büschel W^W^W^W^ . . . ^ Z^Z^Z^Z^ , . , , ... der durch 
U^ U^U^U^. . . und V^ ^2 ^3 ^4 • • • bestimmten Schaar mit s^s^s^Sj^ . . . die 
übrigen Curven des Büschels UVWZ . . . von Curven nter Ordnung. 

23 • 
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Irgend ein Punkt, der nicht beiden Curven U und V gleichzeitig 
angehört, bestimmt eine durch ihn gehende Curve des Büschels. 

Die Geraden der Ebene treflfen' eine bestimmte Anordnung von 
Curven U ^V ,W ^ Z ^ . . . eines Büschels in projectivischen Involutionen 
nter Ordnung. Die Ordnung der genannten Involution sinkt um m Ein- 
heiten herab für Geraden, welche m Grundpunkte des Büschels enthalten. 
Zu den angegebenen Gebilden sind die Involutionen 2nter Ordnung pro- 
jectivisch, welche das Büschel auf beliebigen Kegelschnitten ausschneidet, 
sowie die Tangentenbüschel in einfachen Grundpunkten, wo also U und 
V bestimmte, von einander verschiedene Tangenten zeigen. 

Das Büschel von Curven nter Ordnung wird durch Definition per- 
spectivisch zu allen vorgenannten unter sich projectivischen Gebilden 
gesetzt. 

Wenn unter den Grundpunkten eines Büschels ?7, V vier verschie- 
dene sich finden, von denen keine drei in einer Geraden liegen, so kann 
man die Curven des Büschels erzeugen mit Hülfe des durch sie gehen- 
den Kegelschnittbüschels und der zu ihm projectivischen Büschel von 
Curven (n — 2)ter Ordnung einer Schaar. 

Zu einem Büschel gehören überhaupt diejenigen Cui-ven J^T", wel- 
che mit einem festen und zu ihnen projectivischen Büschel von Curven 
K"" die Büschel von Curven Ä'*"'' einer Schaar erzeugen. Das Büschel 
der -ST" ist zu der Schaar projectivisch. 

§ 136. Die Curven nter Ordnung eines Büschels werden durch 
die Strahlen J5j,p2 5i>3?i>4) • • • eines Büschels mit dem Centrum P in Punkt- 
gruppen zerlegt, die von Q aus durch eine Schaar zu einander projecti- 
vischer Strahleninvolutionen nter Ordnung und nten Ranges projicirt wer- 
den. Die Schaar ist zum Curvenbüschel projectivisch. 

§137. Drei Curven ^^ , iCj > ^3 ^^^^ Ordnung constituiren ein 
Netz zweiter Stufe. Demselben gehören erstens die Curven K^^K^^K^y 
K^^Kq, . . . des Büschels Zg , JTg , zweitens die Büschel Ä\ , Zg ; Ä^ , -Z3 ; 
K^^K^;K^^K^; ... vollständig an. Irgend zwei Curven des Netzes be- 
stimmen ein ganz in ihm liegendes Büschel. Irgend zwei Büschel des 
Netzes haben stets eine Curve gemeinsam. 
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Durch irgend M + 1 Curven nter Ordnung K^^K^^K^^ . , . K^^^ , 
die nicht einem Netze (jui — l)ter Stufe angehören, ist ein Curvennetz i^tter 
Stufe bestimmt, dem erstens alle Curven jK'^^^ , Z^^,, . . . des Netzes 
jKg^s • • • -S^M+i (^ — l)ter Stufe, zweitens die Büschel K^^K^; K^yK^; . . . 
K^,K^'jK^,K^^^;Ky^^K^^^; . . . angehören. Irgend ein Punkt gehört einem 
(jjL — l) fachen Netze des gegebenen an. Jedes aus Curven des gegebe- 
nen Netzes zu bildende Netz niedrigerer Stufe mufs ganz in ihm liegen. 
Zwei in letzterem enthaltene Theilnetze ater und ßtev Stufe haben eine 
Curve gemeinsam, wenn a -f- /3 = /x ist, und ein Netz (a + /3 — //)ter Stufe, 
wenn a + /3>itx ist. Netze gleicher Stufe können collinear bezogen werden. 

Alle Netze (a + i)ter Stufe eines /m fachen Netzes, welche dasselbe 
Netz ater Stufe desselben enthalten, gehören zu einem NetzbOndel (u — a 
— l)ter Stufe. Alle zu ihm perspectivischen Netze (ß — a — i)ter Stufe, 
die mit seinem Träger keine Curve gemeinsam haben, sind zu einander 
collinear. 

§138. Zwei zu einander projectivische Büschel U^U^U^U^ . . . 
und V^ ^2 ^3 ^4 • • • ^^^ Curven nter Ordnung und ein zwei entsprechende 
Curven verbindendes Büschel U^ '^i ^i ^i • • • bestimmen eine zu dieser 
perspectivische Schaar unter einander projectivischer Büschel 

ü,U,U^U^.., Ä V^V,V,V^... Ä W,W,W^W^... Ä 
Homologe Curven derselben liegen in projecti vischen Leitbüscheln 

angeordnet. Sie trifft Geraden und Kegelschnitte in Involutionsschaaren. 



Dritter Abschnitt. 

Übertragung der vorstehenden Resultate von n auf n^+'l. §§ i39 — 152, 

Es sind alle aufgestellten Sätze mit alleiniger Ausnahme des im 
§ 134 enthaltenen für n = 2 und für m= 1 bewiesen. Um für die durch- 
zuführenden Inductionsschlüsse eine feste Basis zu haben, müssen wir also 
auch von diesem Satze den ersten Fall Qx = i) erledigen. 
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§ 139. Kann ein Gebilde als Erzeugnifs eines beliebigen Strahl- 
büschels P und einer dazu projecti vischen Strahleninvolution mter Ord- 
nung mit dem Centrum Q bezeichnet werden, so mufs nothwendig bei 
jeder Erzeugungsweise dem Strahle PQ die Zusammenstellung aus m — 1 
festen Strahlen und dem Strahle QP entspechen. Wenn P auf die Curve 
fallt, wird allen Gruppen der Involution QP gemeinsam. In der übrig 
bleibenden Involution (m — l)ter Ordnung entspricht dem Strahle PQ die 
ihn nicht enthaltende Tangentengruppe. Zwei Curven mter und nter 
Ordnung, deren Tangentengruppen in Q keine gemeinsamen Strahlen ha- 
/ ben, besitzen stets gemeinsame Punkte, und zwar im Allgemeinen und 

f ftyQ^ höchstens m-\-'n — 1 verschiedene. Zeigen in s (<:m + n — l) verschie- 

^ denen gemeinsamen Punkten beide Curven bestimmte, aber von einander 

';'^xviK'^\ !? * verschiedene Tangenten, so sind noch andere Schnittpunkte vorhanden. 

* ' Es sei Pj ein beliebiger Punkt aufserhalb P. Zu dem Strahlbfischel 

PiP2PzP4t • • • ^®* hinsichtlich pl ein Strahlbüschel g^i ?x> ?xi ?\4 • • • perspec- 
tivisch, welches mit der PiP2PzP4t • • • zugehörigen Involution mter Ordnung 
eine Strahlengruppe einer Involution (m + l)ter Ordnung gemeinsam hat, 
weil die verschiedenen Strahlbüschel (q^) alle QP und QP^ gemeinsam ha- 
ben und daher zu einer Schaar gehören (§ 32). Alle Strahlen pl sollen aber 
mit der Curve doch nur n Punkte gemeinsam haben ; dieser Widerspruch 
löst sich nur dann, wenn in der PQ zugehörenden Involutionsgruppe QP 
vorkommt. Dann kommt QP in allen Gliedern der Involution (m+l)- 
ter Ordnung vor, und wenn wir von diesem erst künstlich hineingebrach- 
ten Bestandtheil absehen, so wird die Curve auch durch plp^p^ . . • und 
eine zu ihm projectivische Involution mter Ordnung erzeugt. Speciell für 
Pj^Q wird aber allen StrsAilen p^^p^^p^, . . . und folglich allen Gliedern der 
Involution QP^ zugeordnet; dem einen Strahl PQ und also der Tangen- 
gruppe 5"*"^ wird jeder Strahl q zugeordnet. Dem Strahl P^Q gehört 
mithin die Gruppe aus 5"*"* und QP^ zu. Läfst man nun P^ auf die 
Curve fallen, so wird allen Gliedern der Involution QP| gemeinsam sein. 
Sieht man von ihm ab, so bleibt eine Involution (m — l)ter Ordnung 
übrig, in der P^Q die Gnippe q""'"^ zugeordnet wird. 

Wenn eine zweite Curve durch ein Strahlbüschel P und eine pro- 
jectivische Involution Q nter Ordnung erzeugt wird, so verlege man in 
einem Punkt der ersten Curve, der nicht zugleich der zweiten angehört, 
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das gemeinsame Centrum des Strahlbüschels. Wir erhalten f&r die erste 
Curve * entsprechend eine projectivische Involution (m — l)ter Ordnung, 
för die andere eine solche nter Ordnung; bei der ersteren Curve ent- 
spricht PQ nur die Tangenten gruppe in Q, bei der zweiten aber ihre 
Tangentengruppe in Q, vermehrt um den Strahl QP. Sind nun beide 
Tangentengruppen von einander verschieden, so mufs jeder der höchstens 
m + n — 1 Coincidenzstrahlen nach einem gemeinsamen Punkte beider Cur- 
ven führen, und es sind solche gemeinsamen Punkte unter allen Umstän- 
den vorhanden. 

Wir verschieben nun die Strahleninvolution nter Ordnung zu sich 
selbst projectivisch unendlich wenig, halten aber die QP enthaltende 
Gruppe fest und irgend eine andere, die keinen der gemeinsamen Punkte 
enthält. Mit PiP^Pz • • • erzeugen alle diese Involutionen Curven nter 
Ordnung. Nach ihren gemeinsamen Punkten mit der Gurve mter Ord- 
nung führen die Gruppen einer bestimmten Strahleninvolution (m-f-n 
— l)ter Ordnung; sie haben daher mit derselben m + n — 1 verschie- 
dene Punkte gemeinsam, die alle bei den untersuchten sich finden (§ 36 a). 

Man kann nun die gegebenen Curven mter und nter Ordnung 
durch ein Strahlbüschel S erzeugen, das irgend einen ihrer Schnitt- 
punkte zum Centrum hat, und zwei Strahleninvolutionen (m — l)ter und 
(n — l)ter Ordnung mit dem Centrum Q. QS kommt in den Gruppen 
vor, die den Tangenten in S entsprechen. Sind diese verschieden, so ist 
QS kein Coincidenzstrahl der letzteren projecti vischen Involutionen und 
kein Strahl der zu QS in der erwähnten Involution (m-f-n — l)ter Ord- 
nung gehörenden Ergänzungsgruppe. Diejenige Ergänzungsgruppe, wel- 
che zu dem Nachbarstrahle von QS gehört, liegt aber der ersteren nahe, 
und alle ihre m + n — 2 von einander verschiedenen Strahlen sind daher 
von QS endlich entfernt. Also zählen unter den gesuchten Punkten alle 
die einfach, in denen beide Curven von einander verschiedene Tangen- 
ten haben, und neben 5(<;m + n — l) einfachen Schnittpunkten sind noch 
andere, einfache oder mehrfache, vorhanden. 

§ 140 — 142. Von den gemeinsamen Punkten der Curven. 

§ 140. Soll ein vorliegendes Gebilde mit Hülfe eines beliebigen 
Strahlbüschels PQjP2}PziP4^ • • • niit dem Centrum P und einer projectivi- 
schen Strahleninvolution ?r sjj 5?3 j?4 5 • • • '^^^^ Ordnung und (ixten Ranges 
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mit dem festen Centrum Q erzeugt werden können, so ist dazu noth- 
wendig und hinreichend, dafs letztere mit jedem projectivischen Strahl- 
büschel Q^5 ^2 ' ?3 5 ?4 ' • • • ^ + M Strahlen gemeinsam hat, von denen 
bei QP fx vereinigt sind. 

Die StrahlbOschel PQ , j?2 » Ps • • • ^^^ Q^j ?2 ' ?3 • • • erzeugen eine 
Gerade r . m der m + /tx Coincidenzstrahlen zwischen QP, J2 ' ?3 ? ?3 > • • • 
und ?r » ^2 » 93 ? 94 j • • • 9 projiciren die m Punkte, welche r nach der 
Voraussetzung allein mit der Curve gemeinsam hat; die fx übrigen müs- 
sen daher auf den Strahl QP entfallen, der allein bei der gedachten 
Erze ugungs weise zu dem Gebilde hinzutreten kann. Diese Bedingung ist 
aber, wie nothwendig, so auch hinreichend. Auf den Strahlen r^ eines 

Büschels R schneidet das Büschel PQ , PR , i>3 5i>4 , • • . Pe ? • • • P^^*- 
reihen aus, welche von Q aus durch projectivische Büschel 

1) QPjQÄ,?x3 59x4 » • • • 9xe 5 •• • 

einer Schaar projicirt werden. Die Schaar selbst ist zu ^1^2 ^3^4 . . . r;, . . . 
projectivisch, weil dies mit ihren Leitbüscheln 

2) ?i e > ?a e ? 98 e » 94 e • • • 9x e • • • 
der Fall ist. Wir betrachten nun ein Gebilde 

9ii 9i2 9i3 9i4 • • • 
(m — i)ter Ordnung und (jx — i)ten Ranges, das mit jedem Strahlbüschel 
QP j ^2 5 93 5 94 » • • • '^ — ^ ^^^ Q^ gelegene Strahlen gemeinsam hat. Mit 
dem specieUen Büschel QP y Q-ß j ?i3 , 9i 4 5 . • . ?i e j ^^ n^^* ^ö ^ ^^ 1 
i^3 ? i^4 7 • • • 1> e ' • • • ^^" Strahl r^ erzeugt , soll es noch m — 1 Strahlen 
gemeinsam haben, die nach Schnittpunkten zwischen r^ und dem gegebe- 
nen Gebilde fahren; der letzte Schnittpunkt soll mit R zusammen fallen. 
Nach § 119 kann dann 9i*92 93 94-'- ^^ ^^ Erzeugnifs zweier projecti- 
vischer Schaaren 

1) QP, QÄ,?i3,9i4, ... Ä QP,QÄ,523»9245 ••• Ä 

QP, QÄ,g33,?34, . . . 

9^ />"*"! n"*"i /»"*"■! /»"*~l T /»*""* a"*"1 n*^~l /»'^~l "Ä" 
^) 9ll >9l2 '913 ? 9l4 ?••• A ^21 9 922 ^ 923 5 924 J'-'A 

931 5 ?32 > 933 * 934 ' ' • * 

betrachtet werden; die Gruppe 5'^ ist die Coincidenzgruppe der beiden 
projectivischen Leitinvolutionen 

3) 9i e 92 e 98 e 94 e • • • A 4) q^^;' q'^.^'q''^;' q^J' • • • 
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Somit gehören die drei Involutionen fxten Ranges 

zu einer Schaar projectivischer Involutionen (§ 118). Sie haben daher mit 
einem beliebigen StrahlbOschel QP^^g? ?3 5^4 » ••• Gruppen einer Involution 
(m+/x)ter Ordnung gemeinsam. Da nun von den ersten beiden Gruppen 
fx Strahlen mit QP zusammenfallen, so muJs dasselbe bei der letzten der 
Fall sein. Die letztere Gruppe besteht aber aus den Ooincidenzstrahlen von 
QPyQR^q^^^q^^y... mit dem StrahlbOschel ÖP,?2j93>?4»- ••' ^^ter denen 
ersichtlich QP vorkommt, und aus denen zwischen QP, 5^25?3>?4? • • • ^^^ 
?rrS?xrS9xrS?xr% • • • ? unter weichen daher QP (m — l)fach vorkommt. 
Man bringe nun die Gebilde ql!7^ q'^T^ q'^T^ . . . mit dem einen Strahlbüschel 
PiP^p^ • • • zur Coincidenz. Die so entstehende Reihe von Gebilden R^"^ 
jR^'^Äg'^ÄJ"* . . . erzeugt mit dem Strahlbüschel T^r^r^r^ . . . zusammen 
die zu betrachtende Curve. 

Von hier aus kann man nun den vorher eingeschlagenen Weg 
rückwärts machen, nachdem man statt $i92?3 * - - ^^^ anderes Strahl- 
büschel 5i^2*3 • • • substituirt hat. Da man für die Gebilde i?^"^ den Satz 
voraussetzen kann, der für den fxten Rang zu erweisen ist, so kann man 
die R'^~^ durch ein beliebiges Strahlbüschel s^s^s^s^ . . . und zu einander 
projectivische Involutionen (m — l)ter Ordnung und (fJL — l)ten Ranges 
des Centrums Q 

«m— 1 «wi— 1 fftn—l «»»— 1 RN 

^xi *X8 *xa *>.4 • • • ^J 

erzeugen. Sie gehören zu einer Schaar projectivischer Involutionen. Irgend 
ein durch P und Q gelegter Kegelschnitt K triffi die Curvenreihe Ri^^B^"^ 
A3"*... in einer zu ^i^2^3 • • • projectivischen Involution (m-t-jic — 2)- 
ter Ordnung. Diese Schnittgruppen werden nämlich ausgeschnitten durch 
die Coincidenzgruppen zwischen den Involutionen 5'"^* g^f * j^f * 5^7^ . . . 

und dem Strahlbüschel 5i9293?4 • • • ' ^^ ^^^ PiP^PsP^ • • • zusammen K 
erzeugt. Geht Ä" auch noch durch S, so sind die Gruppen auch ^Tr^^xf* 
^Tr* ^T7^ • • • ™it dem Strahlbüschel q[ ?2 93 ?4 . • • gemeinsam, das zu K be- 
züglich ^1^2 ^3 ^4 • • • pcrspectivisch ist. Hieraus kann man folgern (vergl. 
§ 111), dafs man es mit einer zu r^r^r^. . . projectivischen Schaar unter 
sich und zu 51^2^3 ^4 • • • projectivischer Involutionen (m — l)ter Ordnung, 
(^ß — l)ten Ranges zu thun hat. 

Nun erzeugt man weiter die Strahlen ^1 , ^2 > ^3 » • • • ^^ Hülfe des 

Math. Äbh, nicht zur AkadL gehör. Gelehrter, 1887, L 24: 
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Strahlbüschels ^^ ^2 ^3 * - * ^^^ ^^^ perspectivischen BQschel Q einer Schaar, 
die mit ihren LeitbOscheln zu r^r^r^ . . . projectivisch ist. Das s^ entspre- 
chende bringt man mit der zugehörigen Leitinvolution ^f ~* 5"^"* s^~^ . . . 
zur Coincidenz und erhält so eine zu s^s^s^*.. projeetivische Involution 
^r^2^3 ••• ^ter Ordnung, /xten Ranges, die mit jenem Strahlbüschel das 
vorliegende Gebilde erzeugt. 

Natürlich braucht man, um diese letzteren Gruppen herzustellen, 
nicht den soeben angezeigten complicirten Weg einzuschlagen, vielmehr 
genügt es, zu s^ die beiden Büschel jj^j^g/^gj^^ . . . und qyiqy^qrtqxi • • • P^r- 
spectivisch zu setzen. 5^ besteht dann aus den m Strahlen, die J^i^xi^x» 
5^^ . . . und ?i ?2 93 9? • • • aufserhalb QP gemeinsam haben. 

Dies wird nun speciell auf SQ angewendet. Allen Strahlen pj ,j>2 > 
j?3 , . . . und mithin allen Gruppen q"^ 5 92 ? ^3 5 • • • gehört der eine Strahl 
QS zu. Da nun /x Glieder der Involution QS enthalten, so zählt diese 
Gerade jtxfach in der SQ zugehörenden Gruppe. Andererseits gehört dem 
Strahle FQ und der ihm entsprechenden Gruppe 5"* jeder Strahl 5 zu. 5"* 
bildet mithin den zweiten Theil der gesuchten Gruppe. Wir haben hier- 
von den Strahl QP abzulösen, der in q"" jedenfalls i^tfach auftritt. Bei 
jeder beliebigen Erzeugung, von S und Q aus, gehört also SQ eine Gruppe 
zu, in der QS /zfach vorkommt, und aufserdem eine bestimmte Gruppe 
von m — |tx Strahlen, die von S unabhängig ist und als die Tangenten- 
gruppe in Q bezeichnet wird. 

Auf ähnliche Weise, wie vorher, kann gezeigt werden, dafs die 
Curve durch das beliebige Strahlbüschel ^1^2 ^3 • • • "^^ ^^"^ projeetivische 
Involution f^fg^J ... des Ranges und der Ordnung m erzeugt werden 
kann, wo S und T beliebig aufserhalb der Curve liegen, und in T 
keine Tangentengruppe stattfindet. Gelangt S resp. T auf die Curve, so 
sinkt Ordnung oder Rang um eine Einheit. Im letzteren Fall erhält man 
in T eine bestimmte Tangente, im ersteren aber eine Gerade ^, der, wie 
immer T gewählt ist, eine Gruppe entspricht, in der TS vorkommt. Sie 
deckt sich mit der Tangente, welche man nach unserer Definition in S 
erhält, wenn man T und S vertauscht. Die Tangente in irgend einem 
Curvenpunkte S triflft in einem Punkte weniger die Curve aufserhalb S, 
als alle anderen Geraden durch S, wofern sie nicht der Curve ganz an- 
gehört. Für besondere Punkte des Gebildes kann die Ordnung der In- 
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Yolution um ^ Einheiten herabsinken. In diesem Falle giebt es in Q nicht 
eine bestimmte, sondern eine Gruppe von j Tangenten. 

§ 141. Sind in einer Ebene zwei Gebilde I und 11 gegeben, auf 
denen jedes Strahlbüschel der Ebene Gruppen zu m resp. n Punkten aus- 
schneidet, die von einem bestimmten Centrum Q aus durch die Strah- 
lengruppen zweier zu jenem projectivischer Involutionen mter Ordnung und 
jitten Ranges resp. nter Ordnung und vten Ranges projicirt werden, so 
sind im Allgemeinen und höchstens mv-\~nfJL — ixv gemeinsame Punkte 
vorhanden, wenn es Strahlen giebt, die in m resp. n verschiedenen 
Punkten die beiden Gebilde treffen, beide nicht etwa einen Bestandtheil 
gemeinsam baten und in Q verschiedene Tangentengruppen zeigen. 

Sind s verschiedene gemeinsame Punkte nachgewiesen, in deren 
jedem die Gebilde zwei bestimmte, aber von einander verschiedene Tan- 
genten zeigen, so sind noch andere gemeinsame Punkte vorhanden, wenn 
3 kleiner als mv + nfJL — t^v ist. 

Nach § 115 giebt es nur einzelne Strahlen 5, die in weniger als ^f 

fji resp. V verschiedenen Punkten den beiden Gebilden begegnen, und in ^^ // 

jedem Strahlbüschel p^pg^^s ••• ^^^^ § 114 nur einzelne, welche die Cur- 
ven in weniger als m resp. n verschiedenen Punkten treffen. Ist v klei- 
ner als jLc, so ergänzen wir die zweite Curve durch jjl — v verschiedene 
Geraden, die weder Q, noch einen anderen gemeinsamen Punkt der bei- 
den Curven enthalten. Die Gebilde zusammen können durch das Strahl- 
büschel P1P2PS''' ^^^ ®^® projectivische Involution der Ordnung 
n-4-|Lc — V und des Ranges jlc dargestellt werden. Wir legen nun durch P 
einen Strahl p, der in m + ^-f-/^ — ^ verschiedenen Punkten A^^A^j . . . 
A^lB^^B^j.-'B^; B^^^y . . . 5^+^^, den beiden gegebenen Curven und 
den /x — V Zusatzgeraden begegnet. Wir nehmen ferner an, was nach dem 
Gesagten statthaft ist, dafs die Geraden QAy^ dem Gebilde I in je fx und 
die Geraden QB^ dem Gebilde IE in je v — 1 resp. v verschiedenen Punk- 
ten begegnen. Die Strahlen QB^^QB^'i > • * QB^^^_^ fügen wir allen ' 
Gruppen der Involution mter und die Strahlen QA^ , QA^ , . . . QA^ allen 
Gruppen der Involution (n + fx — v)ter Ordnung hinzu. So entstehen 
zwei projectivische Involutionen 

1) P\P\Pz • • • und 2) 9; 9*2 9*3 . . . 

24* 
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der Ordnung s oder m + n-^- /u — v und des Ranges [i. Auch ihre Erzeug- 
nisse mit P1P2PZ • • • werden als Curve 1) und 2) bezeichnet. Da nun 
diese Involutionen eine Gruppe entsprechend gemeinsam haben, so giebt 
es in der durch beide bestimmten Schaar eine Involution 

*>y ^1^^ • • • » 

die sich auf den Rang ix — 1 reducirt, und in der die^) zugehörige Gruppe 
vollständig unbestimmt wird. Mit PiP^Pz • • • ^rz^ugt sie daher erstens 
die ganze Gerade |). Das Gebilde HI, welches die Involution 3) Qx — l)- 
ten Ranges mit p^p^Pz • • • gemeinsam hat, geht durch alle gemeinsa- 
men Punkte von 1) und 2) mit alleiniger Ausnahme der Punkte ^4^ , . . . 
^m5 ^1 j • • • ^11+».-.' selbst. Nun haben die drei Involutionen 1), 2), 3), 
mit jedem zu ihnen projectivischen Strahlböschel q^^ q^ ?3 • '• • die Gruppen 
einer Involution (Ä-hnx)ter Ordnung, ersten Ranges gemeinsam. Ist nun 
das Erzeugnifs der projectivischen Büschel p^p2P^ . . . und ?i?2?3 • * • ^^^^ 
Gerade, sind also QP und PQ entsprechende Geraden, so hat ?i92?3'" 
mit den gegebenen beiden Involutionen je /x nach QP fallende Strahlen 
gemeinsam. Die betrachteten Punktgebilde haben daher mit jeder Ge- 
raden die Gruppen einer Involution Äter Ordnung gemeinsam. Also mufs 
sich, wenn man von der Geraden p absieht, das untersuchte Gebilde III 
auf die (s — l)te Ordnung reduciren. Die Gruppen der Involution 3) 
müssen sich bei der Deduction mit dem allen Gruppen gemeinsamen 
Strahle QP ergeben, von dem abgesehen wird. 

Das ganze Curvengebilde S) wird erhalten, wenn wir um irgend 
einen Punkt C desselben eine Gerade / sich drehen lassen und allemal die 
durch G bestimmte Gruppe der Involution ^ter Ordnung aufsuchen, wel- 
che auf l durch die beiden Gebilde 1) und 2) bestimmt wird. Die letz- 
teren können aber auch als die Erzeugnisse eines Strahlbüschels ^^ ^2 '3 • • • 
und zweier projectivischer Involutionen 5ter Ordnung, fxten Ranges 

4) ^^'i^J2^3--- und q;q^q^.. 

dargestellt werden; in dieser Schaar giebt es eine Involution rjrjtß ... , 
deren TG zugehörige Gruppe den Strahl QG enthält. Da alle drei Involu- 
tionen mit irgend einem Strahlbüschel qiq2q3 • • • die Gruppen einer Invo- 
lution (ÄH-'jLt)ter Ordnung gemeinsam haben, von denen fx Strahlen in QS 
vereinigt liegen, wenn t^t^t^.-- und (\ic\2(\s • • • ^ine Gerade / erzeugen, so 
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schneidet jede Gerade auf den gegebenen Gebilden 1) und 2) und dem 
Erzeugnifs von ^i ^2 '3 • • • ^^^ einer dritten Involution der Schaar 4) die 
Gruppen einer Involution ^ter Ordnung aus. Da sonach das Gebilde ,5) 
mit dem Erzeugnifs von t^t^t^. . . und r^tgts . . . sich deckt, so mufs von 
der Involution [r] als Bestandtheil das StrahlbOschel sich ablösen, welches 
zu p hinsichtlich t^t^t^. . . perspectivisch ist. Die übrig bleibende Invo- 
lution (s — l)ter Ordnung, Qjl — l)ten Ranges erzeugt mit t^t^t^ . . , die 
Curve ni, welche sicherlich mit den gegebenen I und II alle ihre Schnitt- 
punkte aufserhalb p gemeinsam hat. Sie geht aber auch mit der Gera- 
den p zusammen durch alle Schnittpunkte von 1) und 2). Nun unter- 
scheidet sich aber 1) von I um die n + M — v Geraden QB-^^QB^^ . . . 
QB^ y QB^^^y . . . QB^_^^_^. Diese haben insgesammt (nH-/Lt — v)v Schnitt- 
punkte mit II gemeinsam, welche also 3) sämmtlich enthalten mufs. Die 
Gerade p enthält die n Punkte B^ ^ B^ ^ . , . B^; die (n H- jit — v)v — n 
übrigen müssen sämmtlich III und II gemeinsam sein. Setzen wir nun 
unseren Lehrsatz für die Gebilde 11 und III, die nothwendig verschiedene 
Tangentengruppen in Q haben, voraus, wie er für die Zahlen jtA = l, 
v = l gilt (§ 139), so ergiebt sich für I und II höchstens folgende An- 
zahl gemeinsamer Punkte 

(mH-n-j-nx — V — i)v '+'n(jJL — 1) — (n + ijl — v)v -|-n — - (jLt — i)v 

= mv + n|Li — fxv. 

Um sicher zu sein, dafs im Allgemeinen diese Anzahl wirklich richtig 
ist, und dafs jedenfalls gemeinsame Punkte immer vorhanden sind, mufs 
man noch zeigen, dafs III die Punkte B^^B^^.-.B^ nicht enthält, 
in den Punkten B^ bestimmte andere Tangenten zeigt als II und auch 
da eine bestimmte Tangente haben mufs, wo I und 11 bestimmte, aber 
getrennte Tangenten hatten. In einem solchen Punkte P giebt es eine 
Gerade t^, die Tangente von I, welche die Curve 1 in nur noch s — 2 ande- 
ren Punkten triflPt, während einer der gewöhnlichen s — 1 Schnittpunkte nach 
P fällt. Da nun die Curve 11 P zum einfachen Punkt hat, und in ihm 
eine andere Tangente besitzt als I, so wird ^^ von 2) in s — 1 Punkten 
aufserhalb P geschnitten. Die drei Gruppen, welche t^ aufserhalb P auf 
1), 2) und 3) ausschneidet, liegen aber in Involution, die letzte dieser 
Gruppen besteht also aus s — 1 von P verschiedenen Punkten. Daher hat 
auch III oder 3) in P eine bestimmte Tangente ^3, die gleichmäfsig von 
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t^ und t^ verschieden ist. Jede Grerade, die durch einen der Punkte 5^ 
oder Bl geht, trifft, da diese Punkte aufserhalb I liegen, die Curve 1 in 
s — 1 von Bj, oder Bl verschiedenen Punkten; die Curve II aber hat in 
jedem Punkte Bj, eine Tangente, die von p und B^Q verschieden ist, 
weil p in den n — 1 anderen Punkten ß^ , . . . By_^ , ß^+i • • • ^«?^xö ^^^^ 
m — V bei Q vereinigten und in i' — 1 anderen Punkten Bl die Ourve 
noch trifft. Auf dieser Tangente schneidet 2) s — 1 Punkte aus, unter 
denen jß^ vorkommt; die Curve 3) trifft sie daher in einer Gruppe von 
s — 1 anderen Punkten. Da Bj, auf p liegt, gehören sie sftmmtlich der 
Curve III an, die also B^^B^jB^y . . . B^ nicht enthält. Die Curve I hat 
aber auch in den Punkten Bl , B^_^_ ^ , ßj'^ x j • • • ^^^^ bestimmte von QBl , 
QB^^^jQB^\^ , . . . verschiedene Tangente, welche 3 noch in je * — l ver- 
schiedenen Punkten trifft, unter denen 5j[,ßJ^;^,ßJ!j.j^... nicht mehr vor- 
kommen. Einer von den je s — 1 Punkten ent&IIt aber auf p. Daher hat 
III in allen Punkten Bl jB^^^jB^'^^ , . . . bestimmte und andere Tan- 
genten als II. Die Tangentengruppe in Q gehört, wenn G und H die 
/o / gegebenen sind, der Involution 

GQ(B,B, . . . ß.ß.,, . . . Ä.,_,) ; HQ(A,A, . . . AJ 

^ < U,^^ an und hat daher mit HQ^B^B^B^ . . . B^) keine Gerade gemeinsam. 

Die Involution (s — l)ter Ordnung und (jx — l)ten Ranges, wel- 
che, damit III entsteht, auf irgend ein Strahlbüschel P1P2PZ ' - • bezogen 
werden muls, kann in verschiedene Theile zerfallen, und es kann eine 
unveränderliche Gruppe von ^ Sti*ahlen q sich ablösen. Auch das Ge- 
bilde m zerfällt dann in mehrere Bestandtheile und in jene Gruppe von 
^ Geraden; unter diesen aber können QB^ , . . . QB^ nicht vorkommen, 
da B^yB^', .* . B^ III nicht angehören. Schneidet Q5j noch in B^^B'^ , . . . 
Bf{-'\ so liegt der Strahl QB in den Gruppen, die Pß; , P^i' , . . . Pßi'-^> 
zugehören. QB^ trifft aber die fx — v Geraden, durch welche wir II er- 
gänzten, noch in je einem Punkte B['\ -ßi'"*'*^ . . . B^i^ sie liegt daher auch 
noch in den Gruppen, die PB{'^yPB["^^ ,... PB^^"^^ entsprechen. Daher 
können keine zwei der Bestandtheile (§ 115) der Curve HI übereinstim- 
men. Wenn man die Geraden q ablöst, die nicht nothwendig von einan- 
der verschieden sind, so bleibt ein Gebilde übrig, welches nur von einzel- 
nen Geraden irgend eines Büschels in weniger als 5 — j Punkten getroffen 
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wird. Nach einem einfachen Schnittpunkt von I und II führt entweder 
ein einzelner Bestandtheil oder eine einzelne der ^ Geraden. 

För den letzteren Bestandtheil können wir voraussetzen, dafs er II in 

(s — §)v -I- n(u — l) — (/w — i) V 

im Allgemeinen verschiedenen Punkten triflft, unter denen die vorher ge- 
nannten auszuschliefsenden (n-f-jt^ — v)v — n sich befinden. Die f Gera- 
den aber treflfen die Curve in i'j Punkten, die nur dann nicht alle von 
einander verschieden sind, wenn die Geraden entweder theilweise zusam- 
menfallen, oder irgend eine von ihnen II berührt. Man wählt statt Q 
einen Punkt T aufserhalb der Curve, statt P den beliebigen Punkt S einer 
der Geraden. In der SQ entsprechenden Gruppe <"*"^^ kommt TQ (n — v)- 
fach vor und nicht öfter, weil SQ in der Tangentengruppe in Q nicht 
enthalten ist. Fallen von den übrigen v Punkten mehrere bei S^ zusam- 
men, so entspricht bei der Erzeugung von S,, und T aus dem Strahle 
S^Q eine Gruppe mit weniger als n — 2 Strahlen aufserhalb TS^; ent- ^ 

weder ist daher S^ ein mehrfacher Punkt in 11, oder die Tangente der /^^ \ 

Curve II in S^ fällt mit S^^Q zusammen. Nun bedenke man, dafs die ^ "^-'^^''^aV^ >/iJ 
ergänzten Curven 1, 2, 3, wenn S;^ in I und II ein einfacher Punkt ist, ' / ^ . 
auch durch das Strahlbüschel t^t^t^ > . . und die Involutionen (m-|-n + |Li ^"^^"^T^^Ät/^x/^ V' 
— V — l)ter Ordnung, (ß — l)ten Ranges mit dem Centrum S^ einer be- ^^ (X^l/^ 

stimmten Schaar erzeugt werden können. Da in den Involutionen zu 2) ^"^^^iA^g/f •^\ 
und 3) TS^ eine Gruppe entspricht, in der /S^, Q vorkommt, so mufs letz- ^ v>^ r 

«v.*w ^^.^^. .* *.- «^. -^ -y ^X -..«.,^,^v,**™. ^ / Jii--^ 

nicht I oder II &^ zum mehrfachen Punkte hat, so müssen beide in o^ " f^^^(^li ^T\^ 

dieselbe Tangente haben. Keinesfalls ist S^ ein einfacher Schnittpunkt ^ ^ . ö 

von I und II. Ebenso leicht zeigt man , dafs irgend er der § Geraden jL^ ^ / i * 

nur dann zusammenfallen, wemi alle Schnittpunkte derselben mit II nicht ^^ \^ /li^ 

einfache Schnittpunkte von II und HI sind. Auch in dem Falle, wo §-- /^i 

Geraden sich ablösen, erhalten wir mithin im Allgemeinen und höchstens ff/^^ '^- . » 

mv-^nfJi — jJLv einfache Schnittpunkte von I und II und neben s(<Z'fnv ^ ^ ^'^% - 



+ nyL — ^tv) vorhandenen noch andere gemeinsame Punkte. m 

Der aufgestellte Satz ist folglich allgemein richtig, denn er gilt / '''^ Jtr,^^, f' J 
fQr jüi = i/=l (§ 139), und es kann von {y. — 1 , v) auf (|t*,v) geschlos- " » /f^ 

sen werden. 



V ''' 
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§142. Jede Curve (n-j-l)ter Ordnung ist das Erzeugnifs eines 
Strahlbüschels PiPiP^- . • mit beliebigem Centrum P und einer projecti- 
vischen Strahleninvolution ?J"*"*?2^*?3^^ • • • (^+l)ter Ordnung und (n+l)- 
ten Eanges mit beliebigem Centrum Q, und umgekehrt ist ein Gebilde, 
für welches alle diese Erzeugungen gelten, eine Curve (/i + l)ter Ordnung. 

Zwei Curven (7i+l)ter und mter Ordnung haben stets gemein- 
same Punkte, und zwar im Allgemeinen und höchstens (nH-l)m ver- 
schiedene. Die Anzahl derselben kann über (n + i) m nur hinausschrei- 
ten, wenn beide Curven eine und dieselbe Curve vter Ordnung gemein- 
sam haben. Sie kann unter (n + l)m nur herabsinken, wenn es Punkte 
unter den genannten giebt, wo entweder beide dieselbe Tangente haben, 
oder wenigstens eine keine bestimmte Tangente zeigt. Kann man bei 
jedem von 5(<:;(n+l)m) gemeinsamen Punkte nachweisen, dafs beide 
Curven bestimmte, aber von einander verschiedene Tangenten zei- 
gen, so haben beide Curven noch andere Punkte gemeinsam. 

Die Curve jfiT (7i-j-l)ter Ordnung sei das Erzeugnifs der projecti- 
vischen Büschel 

von Curven (m'+i)ter und (n — m')ter Ordnung. Irgend eine Z^ ist 
das Erzeugnifs eines Strahlbüschels ^^^g^ß^^ ... ^^ und einer projectivi- 
schen Involution (m'+l)ter Ordnung und (m'+l)ten Ranges (§ 131). 

1 N /ym» +1 ^m* +1 ^in» +1 ^m» + 1 ^m» +1 

^J ^M ^X8 ^X» ^X4 ' • • *f X e 

Alle diese Involutionen bilden (§ 135) eine zum Büschel projectivische 
Schaar. Entsprechend ist Kl das Erzeugnifs von s^s^s^s^ . . . ^^ und einer 
zu den vorigen concentrischen und projectivischen Strahleninvolution 

ON /i«~"»' /»»""*' /i*""»"' /T*""»»*' /y' 

^) 5x1 ?xi 9x» ?X4 • • • ?; 

(n — m')ter Ordnung und (n — m')ten Ranges. Für die Curve K wird dem 
Strahle s^ die Coincidenzgruppe der entsprechenden Leitinvolutionen 

^) 3ie ?2e ^ae ?4e ••• A ^u iu ?se ?4^ ••• 

zugeordnet. Daher ist (§118) K das Erzeugnifs des Strahlbüschels s^s^ 
^3 . . . Äj und einer projectivischen Involution (?^ + l) ter Ordnung und 
(n + l) ten Ranges 

4) qT'<iV'qT' • • • ?r' Ä s^s^^s^ ...s^ 
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Umgekehrt ist ein Gebilde, fQr welches diese Erzeugungsweise bei 
beliebigen P und Q außerhalb seiner gilt, eine Ourve JST""*"^. Denn das- 
selbe ist (Vergl. Beweis zu § 140) das Erzeugnifs eines beliebigen Bü- 
schels ^i^2^3 • . . und einer Curvenreihe Ä^Äg^s • • • • Diese Rj^ werden 
erzeugt durch irgend ein Strahlbüschel s^S2S^ . . . und projectivische Invo- 
lutionen nter Ordnung, nten Ranges einer zu T^r^r^ . . . projectivischen 
Schaar; das Centrum S ist ebenfalls willkürlich. Wir haben es daher 
nach § 131 mit Curven nter Ordnung und nach § 136 mit einem zu 
T^r^r^ . . . projectivischen Büschel derselben zu thun. Daher ist das Ge- 
bilde eine Curve (n+l)ter Ordnung. 

Wenn zwei Curven (m+l)ter und nter Ordnung irgend einer 
Geraden in m + n + l von einander verschiedenen Punkten begegnen, 
so erfüllen die beiden Involutionen, welche mit irgend einem Strahlbü- 
schel s^s^s^ . . . zusammen dieselben erzeugen, die Bedingungen des § 141. 
Beide Curven haben daher stets Punkte, und zwar im Allgemeinen und 
höchstens n(m + l) verschiedene, gemeinsam. Neben ^(<:; n(m + i)) ein- 
fachen Schnittpunkten sind noch andere Punkte ihnen gemeinsam. 

Wenn keine Gerade die Curve Ä^""^^ in n + l verschiedenen Punk- 
ten triflfc, so mufs die Involution ?i"*"^92^^53'*'^ • • . in k Involutionen der 
Rangzahlen n^ , rig , ^3 , . . . n^^ zerfallen, wo 

^1 -I- ^2 ■+■ ^3 ■+■ • • • ^i = ^ + 1 

ist, jedes n^ aber so oft aufgenommen ist, als die zugehörige Theilinvolu- 
tion in der Involution (7i-|-l)ter Ordnung vorkommt; ein Bestandtheil 
wenigstens kommt doppelt vor (§ 114). Da S aufserhalb des Gebildes liegt, 
so sind die Ordnungszahlen den Rangzahlen mindestens gleich; sie sind ihnen 
gleich, weil die Summe der Ordnungszahlen n + 1 ist. Jedes Theilgebilde 
wird daher durch das Strahlbüschel s^s^s^ . . . und eine Involution n^^ter 
Ordnung und n^^ten Ranges erzeugt. Bei einer beliebigen Verlegung von 
S und Q aufserhalb der Curve können sich nun (vergl. § 140) die ein- 
zelnen Ordnungs- und Rangzahlen nicht verkleinern, die Ordnungs- und 
Rangzahl ihrer Gesammtheit bleibt aber ungeändert, woraus folgt, dafs 
Z^""*"^ aus A Curven n^ter, Wgter, ... n^ter Ordnung sich zusammensetzt. 
Ebenso mufs K"" in i Curven m^ter, mgter , ... m^ter Ordnung zerfallen, 
wenn sie jede Gerade in weniger als m verschiedenen Punkten triflft. Beide 

Math. Äbh, nicht zur Akad. gehör* Gelehrter. 1887. L 25 
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Cnrven können indessen in dieser Weise zerfallen, auch wenn sie die Be- 
dingungen des § 141 erfüllen. 

Jedenfalls hat dann jeder Bestandtheil der einen mit jedem der 
anderen Curve gemeinsame Punkte, und es sind ihrer im Allgemeinen 
und höchstens 

k i k i 

XX Wx • wi^ = 2 Wx 2 m^ = (w-l- l)m 

vorhanden. 

Wenn beide Curven unendlich viele Pimkte gemeinsam haben, so 
müssen sie eine und dieselbe Theilcurve enthalten. 

§ 143 — 147. Die verschiedenen Erzeugungsweisen der Curven 
(n + l)ter Ordnung ^^. 

§ 143. Eine Curve (n+ i)ter Ordnung TT""*"*, welche das Erzeug- 
nifs der beiden projectivischen Büschel UVWZ.s. und U'V'W'Z'... 
von Curven (m + l)ter und (n — m)ter Ordnung ist, entsteht zugleich aus 
einem Strahlbüschel äj^2^3^4 • • • > dessen Centrum ein beliebiger Grund- 
punkt eines der beiden Büschel ist, und aus einem projectivischen Büschel 
S^S^S^S^ . . . von Curven nter Ordnung. 

Nach § 133 oder § 142 haben alle Curven U^,V^,W^,Z^, . . . wenig- 
stens einen gemeinsamen Punkt S, und nach § 135 entstehen sie, wenn 
man auf das Büschel s^s^s^s^ , . . mit diesem Centrum die unter einan- 
der projectivischen Büschel 

z^z^z^z^ . . . 

von Curven mter Ordnung einer Schaar bezieht. Das Büschel UV WZ... 
ist zu deren Leitbüscheln 

projectivisch. In jedem Punkte der Curve (n + l) ter Ordnung schneidet 
sich ein Strahl s^ mit irgend zwei zusammengehörigen Curven U^ ,ü' ; 
V^,V';W,,W';... Man kann daher auf das eine Büschel U' V'W'Z' ... 
die sämmtlichen BOschel 2) beziehen, auf jede entstehende Curve aber 
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den zugehörigen Strahl des Büschels s^s^s^s^ . . . Jedes Büschel von 2) 
aber erzeugt mit U' V'WZ' . . . eine Gurve S,. nter Ordnung. 

Die 80 entstehenden Gurven bilden (§ 135) ein zu s^s^s^s^ . . . 
projectivisches Büschel SjSgSgS^ . . . , das mit ^^ 52^3^4 • • • ^^^ gegebene 
Gurve erzeugt. 

§ 144. Besitzt ein Büschel UV WZ.. . von Gurven (m -|- 1) ter Ord- 
nung, welches mit einem projectivischen C/' V'W'Z\. . von Gurven (n — m)- 
ter Ordnung eine Gurve (n -+• l) ter Ordnung K erzeugt , vier getrennte 
Grundpunkte, von denen keine drei in einer Geraden liegen, so kann man 
die Gurve auch erzeugen mittels des um sie geschlungenen Kegelschnitt- 
büschels und unendlich vieler projectivischer Büschel von Gurven (n — l)- 
ter Ordnung. 

Der Satz wird ganz analog wie der vorstehende bewiesen, 

§ 145. Entsteht eine Gurve (nH-l)ter Ordnung aus den projec- 
tivischen Büscheln UV WZ... und U'V'W'Z'... von Gurven (m + l)ter 
und (n — m)ter Ordnung, ist ferner K eine beliebige Gurve (n — 2m — l)- 
ter Ordnung (m+l^n — m), ist endlich U" eine beliebige Gurve des 
Büschels UK j U\ so kann man die gegebene Gurve auch als Erzeugnifs 
der Gurvenbüschel UV WZ... und U"V"W"Z'\.. auffassen. Von den 
Grundpunkten des Büschels U' V W Z' . . . kann man auf der Gurve 
(n H- l)ter Ordnung im Allgemeinen willkürlich einen mehr wählen, als 
zur Bestimmung einer Gurve (n — 2m — l)ter Ordnung hinreichen. 

Nach § 132 können die Zusammenstellungen KU jKV ^KW ^KZ^ . . . 
als Gurven (m — n) ter Ordnung betrachtet werden ; nach § 135 bilden sie 
ein zu UVWZ... projectivisches Büschel, denn sie werden von jeder 
Geraden / in einer speciellen Involution (n — m)ter Ordnung geti'offen. 
In der durch die projectivischen Büschel 

KU^KV'.KWiKZ^,... A ?/'; r.W'.Z^... 

von Gurven (n — m)ter Ordnung bestimmten Schaar (§ 138) giebt es auch 
ein Büschel W F" TT^Z" . . . ; da nun 

KU, U' , W' ;KV,r, V" ; KW, W ,W" ; KZ ,Z\Z'^i . . . 

je zu einem Büschel gehören, so durchschneiden U'yU";V\V" ;W\W" ; 
Z\Z"; . . . sich auf den Gurven U]V\W\Z] . . . Daher ist die gegebene 

25* 
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Curve (n + l)ter Ordnung auch das Erzeugnifs der projectivischen Büschel 
CT, V,W,Z,... und ü\ V\ W\Z\ ... von Curven (m H- i) ter und {n—my 
ter Ordnung. Sämmtliche Grundpunkte von U" , V" müssen auf der un- 
tersuchten Curve (n -|- l) ter Ordnung liegen, und ?7" trifft aufserhalb U 
die Curve nur in Grundpunkten. Da ?7" dem Büschel J7' , KU beliebig 
^\Jj\ /) J i ^i^tnommen werden darf, so können wir einen beliebigen Punkt S^ unter 
/ iA/ P*^*^'*'\£^ ji^ Grundpunkte des neuen Büschels aufnehmen. Zu ihnen gehören fer- 



^ 1a/ ^* 



ner alle die Grundpunkte des alten Büschels, welche der Curve K ange- 
hören; denn da sie in f7 vorkommen, befinden sie sich auch in der Curve 
U'' des Büschels U' ,KU. 

Das soeben erläuterte Verfahren können wir nun mehrfach anwen- 
den. Wir legen durch Sj die Curve Z^^ (n — 2 m — l)ter Ordnung, durch 
^2 aber die Curve Z7"' des Büschels K^U.W. ü'" bestimmt auf der 
Curve (n + l)ter Ordnung eine Basis, in der S^ und Sg vorkommen. 
Jetzt legen wir durch S^^S^ eine Curve Jfg (^ — ^m — l)ter Ordnung und 
durch Sg eine Curve U^^^ des Büschels U^'^UK^, und haben dann ein 
Grundpunktsystem, in dem S^ , Sg und S^ vorkommen. In dieser Weise 
können wir A beliebige Punkte S^ , Sg ^ • • • 'S'x in die Basis des zweiten 
Büschels aufnehmen, wofern S^ , Sg , ... Sj^_^ sich in eine solche aufneh- 
men lassen, zugleich aber auf eine Curve (n — 2m — l)ter Ordnung ge- 
reiht werden können, die S,^ nicht enthält. A kann also um 1 gröfser 
sein als die gröfste Zahl der Punkte, durch die man eine Curve (n— 2m— l)- 
ter Ordnung legen kann. Gewisse extreme Zusammenstellungen sind aber 
deswegen ausgeschlossen, weil die Curve U' nicht in U und eine Curve 
(n — 2m — l)ter Ordnung zerfallen darf. 

§ 146. Ist 5j 52^3^4 ... ein Strahlbüschel mit einem beliebigen Cur- 
venpunkt S als Centrum, so ist die Curve das Erzeugnifs von s^s^s^s^... 
und unendlich vielen projectivischen Büscheln aus Curven nter Ordnung. 
Von den Grundpunkten eines solchen Büschels kann man im Allgemeinen 
willkürlich auf der Curve (n + 1) ter Ordnung einen mehr wählen , als 
zur Bestimmung einer Curve (n — l)ter Ordnung hinreichen. 

Da wir S in die Basis des Büschels f/""*" , F""*" verlegen können, 
das mit I7"*"*"^, F"*"*"* zusammen die Curve (n-f-l)ter Ordnung erzeugt, so 
erhalten wir nach § 143. zuerst ein Büschel von Curven nter Ordnung, 
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ijyelches mit ^i^2^3^4'-' zusammen die Curve (n+l)ter Ordnung er- 
zeugt. Daraus aber ergeben sich nach § 145 unendlich viele andere. 

§ 147. Sind A^ ^ A^ , A^ , A^ vier beliebige Punkte einer Curve 
(n-l-l)ter Ordnung, von denen keine drei auf einer Geraden liegen, so 
kann die Curve (n + l) ter Ordnung auf unendlich viele Weise mittels 
des um sie geschlossenen KegelschnittbOschels und eines zu ihm pro- 
jectivischen Büschels von Curven (n — l) ter Ordnung erzeugt werden 
{n + 1^3}. 

Bei einer Curve dritter Ordnung legen wir durch die vier Punkte 
einen Kegelschnitt , der sie noch in 2. 3 — 4 oder 2 Punkten triflft. Ihre 
Verbindungslinie treffe die Curve noch in S. Nach § 146 kann die Curve 
durch das Strahlbüschel ^i^2^3^4 * - * ^^^ ^^^ Eegelschnittbüschel erzeugt 
werden, von dessen Grundpunkten man drei willkürlich, also auch mit 
Aj^^A^^Aq zusammenfallend, wählen kann. Da nun s zwei Punkte auf 
der Curve bestimmt, die einem Kegelschnitt des Büschels angehören, so 
ist A^ der vierte Grundpunkt des Büschels. 

Ist n H- 1 gröfser als 3 , so kann man A^^A^^A^^ A^ unter die 
Grundpunkte des Büschels von Curven nter Ordnung aufnehmen, das 
mit einem beliebigen Strahlbüschel (S) zusammen die Curve (n-l-l)te'r 
Ordnung erzeugt. Dann ergiebt sich aus §144 sofort eine Erzeugungs- 
weise nach Art des Satzes, und daraus fliefsen nach § 145 unendlich viele 
andere ab. 

§148. Zwei beliebige Curven 17"+* und F"^^ (n + l)ter Ord- 
nung bestipamen ein Büschel, dessen Curven Tr""*^%Z"'*'*,Z""*'S I^"'*'S • • • 
durch sämmtliche gemeinsame Punkte der ersteren beiden hindurchgehen. 
Irgend ein W'^^ und T""^* nicht gemeinsamer Punkt bestimmt eine Curve 
des Büschels. Die Curven desselben bestimmen auf allen Geraden Involu- 
tionen (n + l)ter Ordnung, auf allen Kegelschnitten Involutionen 2(n-|-i)- 
ter Ordnung. Alle diese Reihen sind zu einander und zu den Tangen- 
tenbOscheln in einfachen Grundpunkten projectivisch. Zu ihnen allen wird 
das Büschel von Curven (n+l)ter Ordnung projectivisch gesetzt. 

Ist S ein Grundpunkt des Büschels, und sind U^ UlUlUl . . . und 
Fj V^VlVl . . , die Büschel von Curven nter Ordnung, die mit s^S2S^s^ . . . 
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zusammen ?/"■*■* und F""*"* erzeugen, so entstehen die Glieder des Bö- 
schels aus dem Strahlbüschel und den Büscheln einer Schaar 

Z» y* y» "F* V» V" y* y* 

Das Büschel von Curven (n -|- l) ter Ordnung ist zu den Leitbüscheln 

projectivisch. 

Sind A^jA^^A^yA^ vier Grundpunkte des Büschels, von denen 
keine drei in einer Geraden liegen, und erzeugen mit dem um sie ge- 
schlungenen Kegelschnittbüschel die projectivischen Büschel U*"^ U^"^ 
Ul^'Ul''... und Vl-'Vl'^Vl-'Vl'^ ... von Curven (n— i)ter Ord- 
nung die beiden gegebenen Curven, so erzeugen die übrigen Büschel der 
durch Ul-^Ul-'Ul'^XJl-' ... und Fp F^"^ Fp Fj-^ . . bestimmten 
Schaar mit dem Kegelschnittbüschel die übrigen Curven des Büschels. 

Überhaupt bUden die Curven C^'-'S F»-^S TF""*-^ • . . ein Büschel, 
die durch ein festes Büschel S^iSgSgS^* . . . von Curven mter Ordnung 
und durch die projectivischen Büschel 

TTn-^m+i TTn-m + l TTn—m + l . TT"«— m + l IT«— to4- 1 TTn— nt-Hl 

^ l ^2 ^3 •'•j'^1 '^ 2 '^ 3 •..,... 

von Curven (n — mH-l)ter Ordnung einer Schaar erzeugt werden^. 

Das Strahlbüschel (S) bestimmt auf allen Geraden projectivische Punkt- 
reihen, die Schaar der Büschel von Curven 7iter Ordnung aber schnei- 
det alle Geraden in projectivischen Schaaren projectivischer Involutionen 

1) 1^1 ^2 ^3^4 • • • Ä ^i^2^3^4 • • • A W^W^W^W^ • • • Ä ^1^2^3^4 * * • 

Die Involutionen selbst sind zu UlUlUlUl..., V\VlVlVl ^. . , ... die 
Leitinvolutionen aber zu den Leitbüscheln U\ V\ W\ Zj . . . , U^Vl W^ 
^2 • • • 9 • • • projectivisch. Nach § 74 hat die Punktreihe, in welcher s^ 
^2^3^4 • • • ^^^ Gerade triflPt, mit den Involutionen 1) die Gruppen einer In- 
volution (n-l-l)ter Ordnung gemeinsam. Sie ergiebt sich in projectivi- 
scher Anordnung zu den Leitinvolutionen W;^Vx^>.^x •• • ^^^ aJso auch zu 
den Leitbüscheln Ul VlWlZ^ . . . 

Auf allen Kegelschnitten bestimmt s^S2S^s^... eine projectivische 
Involution 2 ter Ordnung, UlUlUlUl . . . , VlV^VlVl . . . , TFjTF^TFj 
TFJ....... aber bestimmen die Involutionen 2 Titer Ordnung (§ 135) einer 
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Schaar. Die zu ihnen projectivische Involution zweiter Ordnung hat mit 
ihnen die Gruppen einer Involution (2n+ 2)ter Ordnung gemeinsam, wel- 
che zu U^V^W^Z^ . . . projectivißch ist. 

Ein [/"■*"* und F*"*"^ gemeinsamer Punkt gehört einem Strahle s,, 
und den beiden ihm zugehörigen Ourven J7" und V^ gleichzeitig an. Da 
er dann allen Curven ZTj*, F", TT*,^" , . . . des durch erstere Ourven be- 
stimmten LeitbQschels angehört, so ist er allen Curven des untersuchten 
Bfischels gemeinsam. Ein von den Orundpunkten verschiedener Punkt S 
gehört nur einer Curve des Büschels an. Denn eine ihn enthaltende Ge- 
rade s schneidet die Ourven des Bfischels in Gruppen einer Involution 
(n + l)ter Ordnung. Von derselben ist durch S eine Gruppe eindeutig 
bestimmt. Dieselbe durchläuft die einzige S enthaltende Curve des Bü- 
schels, wenn wir s um S drehen. 

Da sonach es ganz gleichgültig ist, wie ursprünglich die zu ^^^2 
^3^4 •• • gehörenden Büschel Ü^U^Ü^Ul . . . , V^V^V^Vl . . . gewählt wur- 
den, so kann man einen Grundpunkt P den beiden Büscheln angehören 
lassen; es sei U^V^W^Z* . . . das SP entsprechende Leitbüschel. Wenn 
P ein einfacher Grundpunkt ist, so zeigt dasselbe in P das Tangenten- 
büschel von i7-+^ F»-^^ Tr"-"^Z"-"^ . . Dieses ist mithin zu allen Involu- 
tionen projectivisch, die zum Curvenbüschel perspectivisch sind. 

Dafs überhaupt durch ein festes Büschel von Curven mter Ord- 
nung und eine Schaar projectivischer Büschel von Curven (nH-i — m)- 
ter Ordnung ein Büschel von Curven (nH- l)ter Ordnung erzeugt wird, 
folgt sofort aus § 74. Dasselbe fällt projectivisch zu den Leitbüscheln 
der Schaar aus. 

§ 149. Zwei Curven mter Ordnung und (n — m + i)ter Ordnung 
können zusammen als eine Curve (n-l-l)ter Ordnung behandelt werden. 

U"" und ?/"'""'■*■* seien die gegebenen Curven, F"* und p""*""^* aber 
irgend zwei andere Curven mter und (n — m+l)ter Ordnung. Wir 
betrachten dann die Erzeugnisse ?7""*"^ und F""*"^ der beiden Paare pro- 
jectivischer Büschel 

Auf irgend einer Geraden bestimmen die beiden Curven Gruppen, welche 
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mit der von f7"* und f/'"'""*"*"^ ausgeschnittenen Gruppe aus w+i Punk- 
ten zu einer Involution gehören. Ist nun S irgend ein ?7"* und F"* ge- 
meinsamer Punkt, so können ?7""*"^ und F""*"^ mit Hülfe des StrahlbQ- 
schels s^s^s^ . . . und zweier projectivischer Büschel von Curven nter 
Ordnung erzeugt werden. Diese Büschel constituiren eine Schaar, von der 
ein bestimmtes Büschel mit ^152^3... die besondere Curve "PF""*"^ des Bü- 
schels f/""^^ , F"**"^ erzeugt, welche durch irgend einen Punkt P von ?7"* 
bestimmt wird. Jede Gerade trifft aber f7"^* , F""*"^ , TF""*"* , ... in drei 
Gruppen derselben Involution; daher zerfällt TF*"*"^ in die beiden gegebe- 
nen Curven U"^ und C^"+i-"*. 

§ 150. Ein Büschel von Curven (n+l)ter Ordnung wird durch 
irgend ein Strahlbüschel PiP^PzVi: • • • ^^^ ^^ ^^ ^^°^ projectivischen Invo- 
lutionen qWqW9lV9,lt^ ^" (n+l)ter Ordnung und (nH- l)ten Ran- 
ges einer zum Büschel projectivischen Schaar erzeugt. 

Nach § 142 haben wir es mit projectivischen Involutionen q\t^qXt^ 
qWqlt^ ... (n-^- l)ter Ordnung und (n+ l)ten Ranges zu thun. Nun 
hat aber das Büschel mit jedem P und Q enthaltenden Kegelschnitt die 
Gruppen einer Involution (27iH-2)ter Ordnung gemeinsam. Da folglich 
mit jedem Strahlbüschel ?i?2?3?4 • • • ? welches zu ihnen allen projectivisch 
ist , die Involutionen (n -|- 1) ten Ranges die Gruppen einer Involution 
2(71 -1-1) ter Ordnung gemeinsam haben, so bilden sie nach § 110 eine 
Schaar. Da ihre Leitinvolutionen diejenigen Punktinvolutionen projiciren, 
welche das Büschel a\d p^^p^^p^, . . . fixirt, so ist die Schaar zum Büschel 
projectivisch. 

§ 151. Durch irgend drei Curven (n + l)ter Ordnung K^^K^^K^ 

ist ein Netz bestimmt, dem erstens die Curven Äj? -^3 »-^4 5-^55 ^bj •• • des 
Büschels K^ , K^ angehören, und ferner die Büschel, welche dieselben mit 
K^ verbinden. Das durch irgend zwei Curven des Netzes bestimmte Bü- 
schel gehört demselben ganz an; irgend zwei Büschel des Netzes haben 
eine Curve gemeinsam. 

Der Nachweis wird ganz analog geführt, wie der entsprechende 
bei Kegelschnitten sich ergab. Irgend ein Büschel Kl^K*^ hat mit Ä^ , 
K^ eine Curve K gemeinsam. Sie bildet zusammen mit K^ das Erzeug- 
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nifs der Ourvenbüschel K^K^Kl . . . und K^K^K^ . . . Dafs dieser zweite 
Theil des Erzeugnisses eben eine Curve ist, die K^ , K^ und K^ , K^ zu- 
gleich angehört, folgt aus § 71. Hieraus kann dann aber, wie es 
bei Kegelschnitten geschieht, leicht abgeleitet werden, dafs irgend zwei 
Büschel eine Ourve des Netzes gemeinsam haben, und dafs irgend zwei 
Ourven ein ganz im Netze enthaltendes BOschel bestimmen. 

Anmerkung. Die Definition, welche uns (§ 81) auf die allge- 
meinen Involutionsnetze führte, kann ganz ebenso zur Herstellung von 
Ourvennetzen höherer Stufe benutzt werden; von ihnen gelten dieselben 
Lehrsätze, die wir bei den Involutionsnetzen als richtig erkannten. 

§152. Zwei zu einander projectivische Büschel U^U^U^U^. . . 
mid V^V^V^V^ . . . und ein drittes zwei entsprechende Curven verbinden- 
des Büschel Ui ViW^Z^ ... von Ourven (n -+- 1) ter Ordnung bestimmen 
eine zu diesem perspectivische Schaar zu jenen projectivischer Büschel 

Homologe Ourven liegen in Leitbüscheln 

U,V,W^Z,... Ä Ü^V.W^Z^... A U^V^W^Z^... Ä Ü^V^W^Z^... 

angeordnet, die zu einander projectivisch sind. Irgend eine Gerade wird 
von den Ourven in einer Schaar projectivischer Involutionen (n + l)ter 
Ordnung, ein Kegelschnitt aber in einer Schaar projectivischer Involutio- 
nen (2 n -1-2) ter Ordnung getroflfen. 

Die Überlegung, mit deren Hülfe wir den entsprechenden Lehrsatz 
über Kegelschnitte bewiesen haben, ist hinreichend allgemein gehalten, 
um zugleich auch für diesen allgemeineren Fall zu genügen, um dar- 
zuthun, dafs durch zwei gegebene projectivische Büschel ein Gebilde 
unserer Art bestimmt wird. 

Dafs die beiden gegebenen Büschel (n -hl) ter Ordnung nur eine 
Schaar bestimmen können, zeigt man entweder ebenfalls mit Hülfe der 
Methode, die wir im § 128 angewendet hatten, oder man benutzt, dafs 
jede Gerade sowohl jedem Leitbüschel, als auch jedem Büschel der Schaar 
selbst in je einer Involution (n + l) ter Ordnung begegnen mufs. Da die 
letzteren Involutionen somit zu einer Involutionsschaar gehören, diese 
aber durch zwei Involutionen eindeutig bestimmt ist, so sind auch durch 

Math. Ahh nicht zur ÄkacL gehör. Gelehrter, 1887. L 26 
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2wei Büschel alle übrigen der Schaar angehörigen Büschel eindeutig be- 
stimmt. 

Nunmehr sind alle im vorigen Abschnitt angegebenen Resultate 
von n auf n-|-l übertragen und zwar finden sich die §§ 129 — 138 in 
dieser Art bewiesen in den folgenden §§: 143, 146, 147, 142, 149, 142, 
141, 148, 150, 151 und 152. 

Von hier aus ist die Möglichkeit des Fortschreitens z. B. in nach- 
stehender Art gegeben. Curvennetze können coUinear auf andere gleicher 
Stufe, aber auch auf Involutionsnetze /xter Stufe bezogen werden. Den 
Involutionen fxten Ranges, welche in dem letzteren sich vorfinden, ent- 
sprechen in dem Curvennetz Reihen, die sich projectivisch auf einför- 
mige Gebilde beziehen lassen, sich zu Schaaren zusammenschliefsen las- 
sen, u. s. w. Das auszeichnende Merkmal einer solchen Curvenreihe ist, 
dafs durch irgend einen Punkt der Ebene ^ verschiedene Ourven hin- 
durchgehen, weshalb sie auch als ein Curvenbüschel vom jixten Range 
bezeichnet werden kann. Von grofser Wichtigkeit werden diese Gebilde 
besonders für die Flächen theorie; eine Fläche nter Ordnung wird näm- 
lich von irgend einem EbenenbOschel in Curven nter Ordnung getroffen, 
die von jedem beliebigen Punkte Q aus durch ein projectivisches Bü- 
schel Titen Ranges aus Kegeln nter Ordnung projicirt werden. Indessen 
würde die nähere Discussion dieser Gebilde über den Rahmen dieser Ar- 
beit hinausfahren. 

Vierter Abschnitt. 

Aufstellung einer zweiten Reihe von Lehrsätzen über Curven nter Ordnung. 

§§153—160. 

§ 153. Wenn von den pn von einander verschiedenen gemein- 
schaftlichen Punkten zweier Curven pter und nter Ordnung ns auf einer 
Ourve ster Ordnung gelegen sind, so ist durch die übrigen (p — s)n Schnitt- 
punkte eine Curve (j) — ^)ter Ordnung möghch. Hierbei nehme man p 
und s beliebig grofs, p aber gröCser als s. 

Wenn von den p^ verschiedenen Schnittpunkten zweier Curven 
pter Ordnung pn auf einer Curve nter Ordnung liegen, so befinden sich 
die (jp — n)p übrigen auf einer Curve (p — n)ter Ordnung. 
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vifn. -4- V\ 

§ 154. Durch -^^-^ — - beliebige Punkte einer Ebene kann man 

n(n I 3^ 

stets eine, durch -^ö — — ^ willkürliche von ihnen stets unendhch viele 
Ourven nter Ordnung legen; schneiden sich irgend zwei unter den letz- 
teren Ourven in noch -^ von einander verschiedenen Punkten, 

welche nicht auf derselben Curve (n — 2)ter Ordnung gelegen sind, so 

• fi(n -4- 3^ 

müssen alle Curven, die durch die -^— ^ — - — 1 ersteren Punkte hin- 
durchgehen, auch die letzteren noth wendigen Punkte enthalten. Alje 
diese Ourven bilden ein Büschel, und ein letzter hinzugefügter Punkt 
bestimmt eine Ourve desselben, wenn er von den nothwendigen verschie- 
den ist. 

Auf jeder nicht zerfallenden Curve nter Ordnung kann man 

^^^ — - Punkte finden, durch welche nur sie allein sich legen läfet. 



§ 155. Befinden sich unter den pn verschiedenen Punkten (2>>w), 
welche den vollständigen Durchschnitt zweier Ourven K^ und K"" der 

Ordnungen p und n bilden, ^^ ^-~ ^ nicht auf einer Ourve (n — 2)ter 

Ordnung gelegene, so müssen alle Curven pter Ordnung, welche die 

np — 2 übrigen Punkte enthalten, auch durch jene letzteren 

nothwendigen Punkte gehen ^^. 

§156. Sind (^ + n-j)^lXm + n-^j.-2) ^^^ ^^^ ^^^ g^j^^.^^ 

punkten einer K"^ mit einer R^ nicht auf einer ^"*+»-i»-» gelegen, und 
ist m + n — 3>j9>m>n, so gehen alle Curven jpter Ordnung, wel- 
che die mn — ~ — n—p— ^t» — n—p— ; übrigen Punkte enthalten, auch 
durch die ausgesonderten Punkte hindurch 3^. 

Auf diese Sätze werden wir uns in dem nächsten Abschnitte stützen. 
Wir fügen hier jedoch auch die Sätze bei, welche wir über die Polaren 
entwickeln werden, ohne von n auf n + i zu schliefsen. 



§ 157. Die Tangenten, welche von einem Punkt P aus an eine 
Curve Z"" nter Ordnung sich legen lassen, haben ihre Berührungspunkte 

26» 
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auf einer Curve P*"* der Ordnung n — l. Dieselbe kann definirt wer- 
den als Ort der Doppelpunkte aller der Involutionen, die auf von P 
ausgehenden Strahlen p durch ihre Schnittgruppe mit der Ä'" und den 
nfach zählenden Punkt P bestimmt werden. Zu dieser ersten Polare P* 
findet man eine zweite, dritte, endlich eine (n — l)te. In der Reihe P""* 
pi»-2pn-s . . . pi steht alsdann jede folgende Ourve zur vorhergehenden 
in demselben Verhältnifs, wie P*"* zu JT"; die vorletzte Polare ist ein 
Kegelschnitt, die letzte aber eine Gerade. 

§ 158. Nimmt man bezüglich irgend eines Punktes P die erste 
Polare P""* und bezüglich irgend eines Punktes Q derselben die Polar- 
gerade Q^, so geht die letztere durch den Punkt P. 

§ 159. Die fxten Polaren, welche den Punkten einer Punktreihe 
hinsichtlich einer festen K* entsprechen, bilden ein zu ihr projectivisches 
Büschel, den Punkten der Ebene entsprechen die Ourven eines zu ihr 
collinearen Netzes. 

§ 160. Die fxten Polaren eines festen Punktes, bezüglich der Our- 
ven eines Netzes genommen, bilden ein zu diesem coUineares Netz, die- 
jenigen eines Büschels also ein projectivisches BOscheP*^. 



Fünfter Abschnitt. 

Erweisung der vorstehenden Lehrsätze für Curven (n + 1) ter Ordnung. 

§§ 161—172. 

§ 161. LsXst man eine Gerade p sich um einen beliebigen Punkt P 
drehen, und sucht man in jeder Lage die Doppelpunkte der Involution 
auf, welche in P einen (n+ l) fachen Punkt hat, und von der eine zweite 
Gruppe stets p mit Z^""*"* gemeinsam ist, so erhält man eine Ourve P" 
nter Ordnung, welche als Polare von P hinsichtlich JT""*"* bezeichnet wird 
und die Berührungspunkte aller Tangenten enthält, die sich von P aus 
an die Ourve legen lassen. 

Wir nehmen an, dafs die Ourve nicht in Theile zerfällt, von de- 
nen einzelne übereinstimmen. P sei das Oentrum, und eine Gerade 5, 
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die K*"^^ in n + 1 verschiedenen Punkten triflft, die Axe zweier perspecti- 
visch-collinearer Systeme. Dabei entsteht aus der ersten eine zweite Ourve ^ 

Ä*"*"* (n+l)ter Ordnung, die aufser den n-f-l auf q gelegenen Punk- ^^C^^^^-^-^^^'wi'^^V * 
ten noch w (n + l) andere mit der ersteren gemein hat. Sie müssen auf ' / 

einer Ourve nter Ordnung liegen. Ist nämlich Q irgend einer der auf 
q gelegenen Punkte, und Q** irgend eine durch die anderen n gehende 
Ourve nter Ordnung, so kann Ä'**^^ als Erzeugnifs der Curvenbüschel 
Q"öiQ2Ö3 ••• und ?9i5^2?3''- dargestellt werden, ^'•"*"* aber als das- 
jenige zweier Büschel Q^Si^Sig^^g . . . und qqiq^q^ • • • Jedenfalls kann 
jede Ourve (§ 146) mit Hülfe von qqi%% > - - iind eines projectivischen 
Büschels R^ KlK^Kl . , . von Ourven nter Ordnung hergestellt werden. 
q wird dabei eine Ourve Z" zugeordnet, die sich mit Q" auf q schneidet. 
In dem Büschel, das beide constituiren , kommt q (§ 153) zusammen mit 
einer Ourve JT""^ (n — l)ter Ordnung vor; also ist nach § 145 die ange- 
nommene Entstehungs weise gesichert. Die beiden Büschel Q"£l"Ö^£l3 . . . 
und Q"QiQ2Ö3 ••• erzeugen aber aufser Q* noch eine Ourve ?>" wter i ^ 

Ordnung, welche mit q zusammen eine Ourve des durch -ff""*** und Ä""^^ ^^' ^ uOt^ 
bestimmten Büschels bildet. Da q und ?>" zusammen eine Gruppe der 2^n.€^u^^fL. ^ 

Involution ausschneiden, welche auf jp durch Ä'""*"* und Ä""*"* bestimmt ^ 

wird, diese beiden Gruppen aber einander in zwei Punktreihen entspre- ^Utpn^ A^pJ^J 
chen, von denen P und {;pq) die Doppelpunkte sind, so nähern sich an /x^mi, 1^^^^ ^^ 
der Grenze die Schnittpunkte von ?>" den Doppelpunkten der Involution, ^^u^V'y 
von der P ein (w-h l)facher Punkt und (p-K'"*^*) eine Gruppe ist (§ 53). ^ j. ^^^Ct^ 
Dem zweifellos eindeutig bestimmten Orte P" dieser Doppelpunktsgruppen 
kann man also eine Ourve nter Ordnung ?>'• so weit nähern, als man nur 
immer wiD. Daher ist P* selbst eine Ourve nter Ordnung. Wenn nun 
in der Schnittgruppe zwischen p und Z""^^ ein mehrfacher Punkt vor- 
kommt, so gehört er nach der Bedeutung von P" auch dieser Ourve an. 
Entweder giebt es alsdann in den genannten Punkten überhaupt keine 
bestimmte Tangente, oder dieselbe führt nach P. Die Anzahl der Tan- 
genten, die von P aus an die Ourve j^""^* gehen, ist also im Allge- 
meinen und höchstens n(n+l). 

§ 162. Nimmt man hinsichtlich eines Punktes P die Polaren P*, 
P^,P^,Pl,... in Bezug auf die Cnrven Kl^' ,K^-^' , K^"-' ,Kl^' , . . . 




206 E. Kötter: Grundzüge einer 



eines Büschels von Ourven (n+l)ter Ordnung, so erhfilt man ein zu 
dem gegebenen projectivisches Büschel. Dasselbe gilt dann von den zwei- 
ten, dritten, vierten, endlich nten Polaren. Die letzteren bilden ein zum 
OurvenbOschel projectivisches StrahlbüscheL 

Bei der betrachteten CoUineation entspricht dem Curvenbüschel 
Kl^'^Kl^^Kl^'^ ... ein projectivisches ÄJ-^-'Äg"^'^;"'' . . . Dem Erzeugnife 
derselben gehört q vollständig an. Wii* können dasselbe aber auch her- 
stellen mit Hülfe eines der Büschel und irgend eines anderen, welches zu 
ihrer Schaar gehört. Ein beliebiger Punkt des Erzeugnisses, also auch 
von 9, kann unter die Grundpunkte eines solchen Büschels aufgenommen 
werden (§ 145). Ein solcher Punkt bestimmt aber in den Leitbüscheln 
ÄrS^r';^rSJ^r';ÄrS^r';-- die Curven q^:iq9;;q9;i^.. 
Daher bilden die Curven ?^i5?^2 5^3 » • • • eine Gesammtheit, die von jeder 
Geraden in einer zu Kl^^Kl^^Kl^^ . . . projectischen Involution nter Ord- 
nung geschnitten wird. Sie bilden mithin (§ 148) ein zu Kl^^Kl^^Kl^^ - . . 
projectivisches Büschel, und dasselbe ist mit den Pi,P2 5^> • • • der Fall, 
denen sie sich, immer im Büschel liegend, an der Grenze nähern. 

§ 163.* Wenn in einem Büschel von Curven K""^^ ein Glied aus 
n + 1 von P ausgehenden Strahlen besteht, so haben alle Curven dessel- 
ben eine und dieselbe Polare P* hinsichtlich P. 

Denn bei der CoUineation entspricht jede Gerade p, also auch die 
aus w + 1 solchen Geraden bestehende Curve, sich selbst. Daher erzeu- 
gen die Büschel 

Ki^'Ki^'Ki^'Ki^' ... A ^r'^r'^r^^r' • • • 

in diesem Falle eine Curve (n+i)ter Ordnung (§ 151), welche die Ge- 
rade q als TheU enthält und den Büscheln K^^^ , ÄJ^ ' ; ^r' » ^""^ 5 ^""^ > 
^3^* ; . . . gleichzeitig angehört. Ihr zweiter Bestandtheil ?)* geht an der 
Grenze in die erste Polare aller Curven Ä"*"^* , K^^^ , ^^3"*"* , • . . über. 

§ 164. Wenn der Punkt Q auf der ersten Polare P* eines belie- 
bigen Punktes P hinsichtlich iT*"*"^ sich befindet, so geht seine Polargerade 
hinsichtlich derselben Curve durch P. 

Man lege durch P n + 1 verschiedene Geraden p^ ^p^ , . . . p^+ij ^^^ 
einer beliebigen durch Q gehenden Geraden q sollen dieselben mit iT""*"^ 
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eine Involution (n+l)ter Ordnung bestimmen, in der Q zu einer regu- 
lären Gruppe gehört, was offenbar angängig ist, sobald Q auiserhalb der 
betrachteten Curve liegt. In Bezug auf alle Curven des Büschels, zu 
dem j^*"*"* und die w+l Geraden gehören, hat P dieselbe erste Polare, 
auf der auch Q liegt. Die durch Q gehende Curve des Büschels hat Q 
zum einfachen Punkte und daher hier die Tangente QP. Hinsichtlich der 
n + 1 Strahlen ist die erste Polare nichts anderes als die Gruppe der 
71 Doppelstrahlen der Involution aus dem (n+i) fachen Strahle PQ und 
der gegebenen Gruppe 'p^p^ • • • jPn+i- -^^^ zweite Polare besteht aus n — i 
P enthaltenden Geraden, endlich die nte aus einer von P ausgehenden 
Geraden. Alle Polargeraden bilden aber ein StrahlbOschel. Das Oentrum 
desselben mufs Q sein, weil diesen Punkt zwei verschiedene und damit 
alle Polargeraden enthalten. 

§ 165. Nimmt man hinsichtlich der Punkte P,Q,Ä,iS, . . . einer Ge- 
raden / die ersten Polaren in Bezug auf eine feste Curve Ä'"'*"^ so er- 
hält man ein zu der gegebenen Punktreihe projectivisches Büschel P*ö* 
Ä-S" . . . 

Nur die Punkte, in denen P" und Q" sich schneiden, ergeben die 
Polargerade /. Damit nämlich die Polargerade eines Punktes durch P 
geht, mufs er P", damit sie durch Q geht, Q" angehören. / gehört als 
Polargerade den Schnittpunkten von P" und Q", aber ebenso denjenigen 
von P* und Ä% von P" und S", . . . zu. Folglich haben P% Q%Ä%S% . . . 
alle dieselben Punkte mit einander gemein und müssen zu demselben Bü- 
schel gehören, wenn P" und Q" in n^ verschiedenen Punkten sich treffen. 
Das dann entstehende Büschel ist projectivisch zu der Punktreihe PQRS.. . 
P" z. B. schneidet die Gerade / in der Doppelpunktsgruppe der Involu- 
tion, welche die feste Gruppe AA^A^ enthält, in der Z""*"^ und l sich 
treffen, überdies aber bei P einen (n+l) fachen Punkt besitzt. P haben 
wir in Q , Ä , S , . . . übergehen zu lassen. Die fragliche Gruppe ge- 
hört der Involution AA^\ A^^ an (§53), wo S) die für AA^ analog ge- 
bildete Gruppe ist. Setzen wir nun voraus, dafs 2) eine Involution (n — l)- 
ter Ordnung projectivisch zu PQRS... durchläuft, so beschreibt A^^ 
eine Involution nter Ordnung, und das Büschel AA-^^^A^^ markirt auf 
jeder Involution ihres Netzes eine zu ihm und auch zu PQBS . . . pro- 



Si 
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jectivische Heihe. Dies ist also auf der Involution der Fall, welche die 
Gurven des BOschels P" , Q* auf l bestimmen, und auf deren Untersuchung 
es ankommt. Da auch für den Werth 2 von n + 1 der Satz richtig ist, 
so ist durch einen Schlufs von n auf n + 1 dargethan, dafs das Büschel 
P^'Q^R^'S'' . . . projectivisch zu PQRS .. . ist. Dabei ist aber immer vor- 
ausgesetzt, dafs P",Q",Ä",S", .. . in n^ verschiedenen Punkten sich treflfen. 
Wir legen nunmehr durch P und Q zwei Gruppen zu je n + 1 
Strahlen, so beschaflfen, dafs die Polaren von P resp, Q bezüglich je der 
anderen Gruppen aus n von einander verschiedenen Strahlen bestehen, 
ZJ"*"^ sei irgend eine Curve (?i-f-l)ter Ordnung des durch die beiden 
Gruppen zu n + 1 Strahlen bestimmten Büschels. Hinsichtlich irgend 
eines Punktes B von PQ ergeben nach § 162 die drei Ourven erste Po- 
laren, welche einem Büschel angehören. Jedoch für die beiden Gruppen 
von je n+l Strahlen ergiebt sich für alle Punkte Ä,S,r, ... je dieselbe 
Gruppe von n Strahlen als Polare, und die n^ verschiedenen Punkte, in 
denen sie sich treflfen, gehören also den Polaren P" , Qj , ÄJ , S" , . . . an, 
welche hinsichtlich P,Q,Ä,S,... in Bezug auf Kl'*'^ genommen sind. Die 
ersteren bilden mithin ein zu der letzteren Punktreihe projectivisches Bü- 
schel. Man nehme für jede Gurve des Büschels K^^^K^^^ K^^^K^^"^ . . . 
hinsichtlich P,Q,B , S ^ . . . die ersten Polaren 

1} X ,y ,xi ,0 ,•.• ; xj, y^ y -^1 J '^l 5 • • • 5 -^2 ' ^2 ' '^2 > ^^2 ' ' • • 5 

Jedenfalls kann vorausgesetzt werden , dafs P^ , Q2 und P3 , Q3 sich in 
je n^ verschiedenen Punkten treffen. Nöthigenfalls kann dies erreicht wer- 
den, indem man -ffj"^* und jKJ"*"* an K^'*'^ heranrückt. Dabei rücken Pg, 
P3 an P^ und ög » Ö3 an Q^ heran, indem 

2) P^'PlPlPl . . . Ä Q^'QlQlQl . . . A R'^RlRlBl . . . Ä 

Sn Cfn Cf» Qn 
l 2 3 • . • 

projectivische Büschel sind, welche aus den Polaren von P^Q^ByS , — 
hinsichtlich der Gurven Z"^^ , Z^' , K^^' , ^3 ""' , • • • bestehen. P* , Q^ , 
sowie P3 , Q3 müssen sich daher gleich P* , öj* in je n^ verschiedenen 
Punkten schneiden. Dann liegen die drei letzten Gebilde von 1) in 
projecti vischen Büscheln angeordnet, wie oben gezeigt worden ist. Die- 
selben sind wegen der Beziehungen 2) Glieder einer Schaar. In einem 
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BOschel liegen wegen derselben Beziehungen auch die Curven P* ^Q"" , 
iJ*,S",... Diese bilden also, wie der Satz behauptet, ein zu PQRS... 
projectivisches Büschel P*Q*iJ"S* . . . auch dann, wenn sie in weniger als 
n^ verschiedenen Punkten sich treffen sollten. 

§ 166. Jedes Büschel K"^ , JTg von Curven mter Ordnung sendet 
nur eine endliche Anzahl von Curven aus, die einer vorliegenden Curve 
(n+ l)ter Ordnung Z^""*"* in weniger als m(n+ l) verschiedenen Punkten 
begegnen, falls irgend eine Curve K"^ des Büschels m(n + 1) verschiedene 
Punkte mit iT""*"* gemeinsam hat. 

Zwei Curven mter und (n+l)ter Ordnung können sich in weni- 
ger als m(n-^ l) Punkten nur treffen, wenn (§ 142) wenigstens in einem 
derselben beide Curven dieselbe Tangente zeigen, oder für eine von 
ihnen die Tangente unbestimmt wird. Zeigt wenigstens eine Curve eine 
bestimmte Tangente /j, und hat die andere entweder dieselbe oder keine 
bestimmte Tangente, so müssen für jeden Punkt derselben die beiden 
Polaren in dem bezüglichen mehrfachen Schnittpunkt sich treffen. Zeigt 
keine der Curven eine bestimmte Tangente, so geht jede Polare der einen 
oder der anderen Curve durch denselben. Wir lassen einen Punkt die 
Gerade / durchlaufen und nehmen für die Lagen P , Q , JS , . . . die Po- 
laren 

,Vc ,^i ,...,Zj^ , v^i ) J-^i , . . . , X 2 > ^2 ' •^•'2 ? • • • > 

Pm-i rim-i pm-i 
3 5 ^3 » -^*3 ,..-,••• 

der Curven Ä'""*"^ ; K"^ ; K^ ; K"^ ; . . . In einem der untersuchten Punkte 
treffen sich jK^""^* und eine K"^ mit irgend zwei zusammengehörigen Curven 

m 

Nun erzeugt aber K^K^K^K^ . . . mit den projecti vischen Büscheln 

pm-ipm-ip«-,pm-l J Q^"» Q»-»Qj-»Qj-» , . . Ä 

xi i -^o '^3 "^4 ••• /\ •.., 

welche zu einer Schaar gehören (§ 165), die Curven P^'^'\Q'"'-^,IP'^'\... 
eines Büschels, welches zu P'^^^Q^'^R^"^ . . . und folglich auch zu P"Q* 
Ä" . . . projectivisch ist- Letzteres erzeugt mit P*"*-"^Q^"*~*Ä'"»"* . . . eine 
Curve (n-f-2m — l)ter Ordnung, welche alle Punkte der verlangten Art 

Math, Ahh. nicht zur Äkad. gehör. Gelehrter. 1887. L 27 
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mit jK^*"*"* gemeinsam hat. Dieselbe trifft die Ourve Z^""*"^ aber höchstens 
in (n + l)(n+2m — l) Punkten, unter denen die Grundpunkte des Bü- 
schels Kl , K2 sich finden, die auf jK'*"*"* liegen. 

Die Ourve kann nun mit Z""**"* nur dann mehr als (n4-i)(n+ 2m — l) 
Punkte gemeinsam haben, wenn beiden dieselbe Theilcurve angehört. Diese 
aber mfifste K"^ in einzelnen ihrer Schnittpunkte mit Z^*"*"^ treffen, unter 
denen sich jedoch kein Punkt der gesuchten Art finden kann. 

§ 167. Wenn (n + i)p der p^ verschiedenen Schnittpunkte zweier 
Curven pter Ordnung (jp > w + 1) auf einer Ourve K'''^^ (n + 1) ter Ord- 
nung liegen, so befinden sich die (p — n — i)p übrigen auf einer Ourve 
^p — fi — i)ter Ordnung. 

Die p^ Schnittpunkte sind die Grundpunkte eines Büschels, von des- 
sen Ourven wir eine, Z*, durch einen ((n+ i)p + l)ten Punkte der jBT""^* 
legen können. Sie trifft die letztere in unendlich vielen Punkten (§ 142) 
und hat daher zuerst einen BestandtheU rter Ordnung mit ihr gemein- 
sam. Er trifft in höchstens rp Punkten die beiden gegebenen Ourven 
^ter Ordnung. Daher begegnen sich die beiden Ourven jS?"*" und ^""*'^"'', 
durch welche die Ourve zu K^ und Ä"""^* zu ergänzen ist, in p(n — r+ l) 
Punkten. Auch sie haben daher noch einen BestandtheU gemeinsam, und 
man überzeugt sich so, dafs eine Ourve pter Ordnung des Büschels die 
Ourve (n + l)ter Ordnung vollständig enthält. Ihr zweiter Theil ist eine 
Ourve (jp — n — l)ter Ordnung. 



§ 168. Wenn m(7i + i) von den p(n-hl) verschiedenen Schnitt- 
punkten zweier Ourven K^ und jK"""*"* pter und (n+i)ter Ordnung 
(p>n-hi) auf einer Ourve mter Ordnung liegen, so liegen die übri- 
gen (p — wi)(n4-l) auf einer Ourve ^^"■"* (|> — m)ter Ordnung. 

Für n + 1 = 3, also n = 2, folgt der Lehrsatz am einfachsten aus 
dem Satze, dafs jede durch Sp — 1 Punkte einer K^ gelegte K^ auch in 
einem bestimmten Spten Punkte die erstere trifft. Wir nehmen zu die- 
sem Zwecke irgend vier der gegebenen Punkte il^ , ^g » ^3 5 -^4 » ^^^ denen 
keine drei in einer Geraden liegen, zu Grundpunkten eines Kegelschnitt- 
büschels, das mit einem Strahlbüschel A zusammen die ]S?y mit einem Bü- 
schel von Ourven K^'^ die K^ (§ 147) erzeugt. In jedem der 3jp — 4 übrigen 
Schnittpunkte beider Ourven trifft sich ein Kegelschnitt mit seiner Gera- 
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den und seiner Ä*"^ A und die 3p — 4 anderen Punkte liegen daher 
im Durchschnitt der gegebenen K^ mit einer Ourve (j> — l)ter Ordnung 
Ä*"*, die nämlich das Erzeugnifs des Strahlbüschels und des projectivi- 
schen Büschels der K^"^ ist^^. Wird vorausgesetzt, wie es fllr p — l = 2 
zutrifft, dafs Sp — 4 von ihnen den letzten eindeutig bestimmen, so gilt 
dasselbe von Sp — 1 der gegebenen für den letzten Schnittpunkt der K^, 
da nämlich A durch 4^,^42, ilg,^^ zweifellos bestimmt wird und mit sp — 5 
anderen zusammen den 3pten Schnittpunkt bestimmt. Ist ein Theil der 
dp Schnittpunkte der volle Durchschnitt einer Z^", so bildet diese zu- 
sammen mit einer K^'^ durch s{p — m) — 1 der übrigen Punkte eine 
ZJ, die Sp — 1 und folghch alle Sp Schnittpunkte der Z* mit der K^ 
enthält, woraus aber offenbar der Satz folgt. 

Für den allgemeinen Fall mufs, unter Voraussetzung des entspre- 
chenden Satzes für n und kleinere Zahlen (§ 153), ein anderes Verfahren 
eingeschlagen werden ^^- Ist zuerst m kleiner als n + l, so liegen eben nach 
der Voraussetzung die (jp — n — l)m Punkte, in welchen sich K^ und 
K"" aufserhalb jK"*"*"^ noch treffen, auf einer Gurve K^^*"^ (p — n — l)ter 
Ordnung. Sie bildet mit der ^""^^ zusammen eine zweite Gurve Ä** pter 
Ordnung, Von den p^ Schnittpunkten zwischen K^ und Ä^ liegen pm auf 
der K"^. Daher liegen nach dem bereits Bewiesenen (§ 167) die übrigen 
Schnittpunkte auf einer Gurve £"*""* (p — m)ter Ordnung, auf der also 
auch die Schnittpunkte zwischen K^ und jK'""*"* aufserhalb K"^ liegen. Der 
Beweis setzt nur scheinbar voraus, dafs K^ und K^ sich in pm verschie- 
denen Punkten treffen. An die Stelle von K^ kann nämlich jede andere 
Gurve jpter Ordnung treten, die iT""*"^ in denselben p(n + i) Punkten 
trifft. Ergänzen wir nun letztere durch eine Gurve jBl*"*"*, die keinen 
der Schnittpunkte zwischen K^ und jK'""*"% sowie zwischen K^ und Jf" 
enthält, zu einer Ä^, so schneiden (§ 166) nur eine endliche Anzahl von 
Gurven des Büschels K^ , ^^ die K"^ in weniger als pm Punkten, wenn 
j^P-m-i ^^^ j^^ gj^jj '^ ^p — ^ — l)m verschiedenen Punkten treffen. 

Da K"^ und j^""*"^ sich in m(n+ 1) von einander verschiedenen Punk- 
ten treffen, so können von den Theilen, in die irgend eine etwa zerfällt, 
keine zwei übereinstimmen. Daher folgt aus § 142 (resp. 131) in Ver- 
bindung mit § 114, dafs unendlich viele Geraden in m, unendliche viele 
Zusammenstellungen von p — n — l Geraden in (p — n — l)m verschiede- 

27» 
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nen Punkten die Corve K^ treffen. Aus § 166 folgt sehr leicht, dafs auch 
allgemeine Curven jSr^~»"i derselben Bedingung Genüge leisten, unser 
Satz ist daher für den Fall m < w + 1 auch dann bewiesen , wenn die 
Curve jpter Ordnung K^ der Curve R^ in ^-m von einander verschiede- 
nen Punkten nicht begegnen sollte. 

Falls m nicht kleiner als n + 1 ist , dient zum Beweise der 
Bestsatz. Werden die (n+l)m Punkte, welche ^"■*"* und JT"* gemein- 
sam sind, in zwei Ghruppen I) imd ü) zerlegt, machen ü) und TS) den 
Durchschnitt einer Curve jter, III) und IV) aber den vollständigen Durch- 
schnitt einer Curve rter Ordnung aus, so bilden J) und IV) den voll- 
ständigen Durchschnitt einer Curve (r + m — q)\jQT Ordnung. Der Be- 
weis folgt, falls q kleiner als w+l ist, und die in I), II), HI) und IV) 
vorkommenden Punkte alle von einander verschieden sind, unmittelbar aus 
dem bereits Bewiesenen. Denn die vier Gruppen bilden zusammen den 
Durchschnitt unendlich vieler Curven (r + m) ter Ordnung mit -£^""*"\ die 
Punkte von II) und ÜI) aber sind einer K^ mit der Z^""*"^ gemeinsam. 
Da q kleiner als n + 1 vorausgesetzt wird, so liegen I) und IV) auf der- 
selben Curve (r + m — 5)ter Ordnung. 

Wir versuchen nun insbesondere die Annahmen n und n — 1 für 

q und r einzuführen. Dann darf II) höchstens ~^^-^ — -^ HI) höchstens 

^^ -^ Punkte enthalten, denn im Allgemeinen finden besondere Be- 
ziehungen unter den m(n4- i) Schnittpunkten nicht statt, und es bestim- 

fi(fi -4- 3^ 

men daher irgend -^^-^ — - Punkte (§ 154) eine eigentliche Curve nter 

Ordnung, die keine weiteren Schnittpunkte der beiden Curven Ä^*"*"* und 
JT"* enthält. Da nun II) und IE) den Durchschnitt einer Jf" mit der 
JE'""*'* ausmachen sollen, so mufs 



2 ' 2 

sein. Die Zahl linker Hand ist aber gleich n(n+l) + n — 1 und daher 
wirkHch gröfser als die rechter Hand. Die beabsichtigte Mafsregel ist daher 
in unendlich vielen Weisen durchföhrbar. Legen wir die Curve nter Ord- 

nung durch — ^^-x — - — 2 der m(7i+l) Schnittpunkte zwischen K"^ und 

-Ä'""*"^ so ist sie nur als Glied eines Netzes zweiter Stufe bestimmt. In 
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diesem giebt es, wenn man von ganz besonderen Lagen absieht, die als 
Grenzfölle sich erledigen, ein Büschel, dessen fernere Grundpunkte aufser- 
halb der Z'""^* liegen. Auf Z"*"^* schneiden unendlich viele Ourven dieses 

Büschels noch ^""^^^^"-^^^ _ (n _ i) + 2 = (!L=1|^±1) _ n + 3 ver- 

schiedene Punkte aus. Ist n gröfser als 3, so geht durch dieselben ent- 
weder ein Büschel von Ourven (n — l)ter Ordnung oder ein ganzes Netz. 
Für n=B erhalten wir eine einzelne Gurve. Es werden sich, von Grenz- 
f&Uen abgesehen, durch die letzteren Punkte Ourven (n — l)ter Ordnung 
legen lassen, welche die Z^""*"* in (n — i)(n+i) verschiedenen Punkten 
treffen, unter denen solche von I) nicht mehr vorkommen. I) und IV) 
bilden nun den Dm'chschnitt einer Ourve (n — 1 +m — n)ter oder (m — l)- 
ter Ordnung. Da m beliebig grofs sein kann, so gilt diese Überlegung auch 
för K^. Bezeichnet man mit V) die Punktgruppe, die sie aufser I) und II) 
noch mit -K'""*'* gemeinsam hat, so liegen V), I) und IV) im Durchschnitt 
einer Ourve (^ — l)ter Ordnung. Damit ist der Satz auf den entsprechen- 
den zurückgeführt, wo nur p — 1 und m — 1 an die Stelle von p und m tre- 
ten. In entsprechender Weise können wir zwei Gruppen I^) und IV^) fin- 
den, die zusammen mit V) den Durchschnitt einer K^"^ mit der j^""*"^ aus- 
machen, andererseits für sich allein aus den Schnittpunkten einer Ourve 
(m — 2) ter Ordnung bestehen. Den entsprechenden Schlufs können wir so 
lange wiederholen, bis die dritte Ourve auf die Ordnung n herabsinkt. Als- 
dann liegt V) mit I^.„_i) und rV^_„_j) in dem Durchschnitt der Z""*"^ und 
einer Zf *"■"", I^^^^J und IV„_^_J aber bilden den Durchschnitt der Z*+* 
und einer K^. Daher liegt nach dem ersten Theile unseres Beweises die 
Gruppe V) auf einer Ourve (jp — m)ter Ordnung. 

Man kann mit grofser Leichtigkeit Schnittpunktsysteme herstellen, 

in denen solche Gruppen von -^^ — - — 2 Punkten vorkommen , die ein 

allgemeines Netz von Ourven wter Ordnung constituiren , denen allen 
nur jene Punkte gemeinsam sind. Ferner kann erreicht werden, dafs 

eine Ourve desselben die Z^""*"^ in noch ^^"" ^^ 1? — n+3 verschiede- 
nen Punkten trifft, deren Verbind ungscurve (n — l)ter Ordnung nur in 
einfachen Punkten der j^""*"* begegnet. Hieraus folgt der Lehrsatz, in- 
dem nämlich eine singulare Anordnung der Punkte wirklich den Aus- 
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nahmeflEJl bildet, und daher andere Schnittpunktsysteme in jeder Nähe 
liegen, filr welche der Satz gilt. 



§169. Wenn auf einer eigentlichen Ourve (n-f-i)ter Ordnung 

unter ihren p(n+i) Schnittpunkten mit einer Z*(2)^n+l) T 

solche sich finden, die nicht derselben Ourve (n — 2)ter Ordnung an- 
gehören, so gehen alle Curven pter Ordnung, welche die (n-\-l)p 

^—^ — - übrigen enthalten, auch durch jene letzten Punkte. 

Die (n 4- l)p Punkte mögen in zwei Gruppen I) und II) vertheilt 
werden. Es fragt sich, wie viele Punkte muis die letztere mindestens ent- 
halten, wenn sich J) mit anderen Gruppen IV) der Z^""^*, die aus derselben 
Anzahl von Punkten bestehen, wie 11), durch Curven pter Ordnung ver- 
binden lassen soll. Eine Curve Z^^, die II) mit einer HOlfsgruppe YS) 
verbindet, bUdet eine Ourve (p + 5)ter Ordnung K^-^"^ mit deijenigen 
Ourve Ä^ 2)ter Ordnung, die I) und IV) verbindet. Da aber I) und 
II) durch eine Curve pter Ordnung verbunden sind, so geht eine Curve 
q ter Ordnung K^ durch III) und IV). Die nothwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, dafs II) von I) nicht eindeutig abhängt, ist also die, 
dafs die Punkte der Gruppe EI), welche mit denen von II) in einer K^ 
t/ /j^^ii liegen, auch wenn sie von einander verschieden sind, nicht hinreichen, 

/ • ' "^41^ (jie Gruppe II) zu bestimmen. Diese Bedingungen sind sicher erfEkllt, wenn, 

'ii/V'f >V t-^fcoi^^Ä. A* 3 kleiner als n+l vorausgesetzt, II) nicht mehr, III) aber weniger als 

^-''^"fit un.4^* ji p ^^^^^^ Punkte enthält. Ist also 
'/fii) ' X .^^ 9(9 + 3) — 1^5^(71 + 1) ; n+l>5 , 

^ V 'SO kann man sicher sein, dafs statt irgend ^^^^^ — - gegebener Punkte 

* / j} des Schnittpunktsystems eine andere Gruppe der X""*"* mit derselben Punkt- 

^1 y zahl sich substituiren läfst. Die Ungleichung kann nur dann bestehen, 

wenn q wenigstens gleich n — l ist, Verlegungscurven niedrigerer Ord- 

• / '" -*^ Cr.a.^>V ^ nung lassen sich nur dann anwenden, wenn besondere Beziehungen ob- 

^ walten. 

Die Gruppe III) gestattet aber unendlich vielen j^*~* den Durchgang, 

wenn sie aus höchstens (§ 154) ^^"^ g "^ — 1 Punkten besteht. Dann 
aber besteht II) aus wenigstens 7^ + 1 Punkten. Solche Gruppen 
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also, welche von den gegebenen Schnittpunkten zwei mehr enthalten, als 
zur Bestimmung einer Curve Z"""^ hinreichen, können durch gleichzahlige 
ersetzt werden, ohne dafs Beziehungen zwischen ihnen angenommen werden. 

~ci Punkte lassen sich, während die (n + i)p — T übri- 
gen fest bleiben, durch andere T^ Punkte ersetzen, wenn sie auf 
einer iT"""^ liegen. Diese trifft nämlich noch in 

(n— 2)(n+i) ^— ^ = n2— n— 2 ^ 

n^-^n—2 (n— 2)( n -+■ 1) 

2 ^ 2 ^ 

Punkten, durch welche sich daher ein BQschel von Curven (n — 2)ter Ord- 
nung legen läfst. Jede bestimmt auf der JT""**^ eine Gruppe von ^ T 

Punkten , die mit den (n + l) jp ^ — - festen Punkten zusammen ein 

Schnittpunktsystem bilden. Diese Bedingung ist nicht nur hinreichend, 
sondern auch nothwendig, damit irgend ^ ^ Punkte oder einzelne 
von ihnen allein an einem Schnittpunktsystem verändert werden können. 
Sind T — ^ Punkte ein allein veränderlicher Theil 11) eines 
solchen Schnittpunktsystems, so ist die Gruppe III) von 

Punkten, die unter gewöhnlichen umständen eine Curve (n — l)ter Ord- 
nung be- resp. überbestimmen, für ein ganzes Büschel resp. ein Netz durch- 
lässig. Es seien zuerst Curven (n — l)ter Ordnung durch diese im Allge- 
meinen getrennten Punkte möglich, die sich nur noch in einer Gruppe V) von 

im Allgemeinen getrennten Punkten treffen. Sie lassen sich schon für 
/=0 durch eine Curve (n — 4)ter Ordnung verbinden, a fortiori also, 
wenn / gröfser als ist (§ 154). Diese jK^"*"* bildet mit der gegebenen 
Z"-^^ eine Curve Z'"''^ Sie schneidet die 11) und III) verbindende Ä*"^ 

aufser in diesen noch in der Gruppe V) und der anderen VI) von ^^ ~ 

l Punkten, in denen K^~^ und K^^^ sich aufserhalb V) noch treffen. 
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Da nun III) und V) den Durchschnitt einer zweiten Ourve ZJ"* (n — l)- 
ter Ordnung mit JT""^ ausmachen, so liegen nach § 168 II) und VI) in 
derselben Curve JE^"* (n — 2)ter Ordnung, Die Curve JE^"*, welche nur 

die Gruppe V), also 2 — ' Punkte, zu enthalten braucht, gehört 

eben deswegen einem /fachen Netz an, in dem sie willkOrUch gewählt 

werden kann. Daher geht auch durch die Gruppe ü) von ^^~ ^^~ — / 

Punkten noch ein Netz Zt er Stufe von Curven (n — 2) ter Ordnung, wäh- 
rend im allgemeinen Falle nur ein solches (/ — l)ter Stufe, im Falle des 
verschwindenden / aber überhaupt keine Ourve durch eine solche Anzahl 
von Punkten sich legen läfst. Mit irgend l anderen Grundpunkten, wel- 
che den gegebenen Curven K^ und JK^"*"* gemeinsam sind, liegen die 

{n— )^n— — ^ Punkte in einer Curve (n — 2) ter Ordnung. 

Es ist noch der Fall zu bedenken, wo die Gruppe III) nicht mehr 
von eigentlichen Curven (n — l)ter Ordnung umfaTst werden kann, die- 
selben vielmehr sämmtlich in eine unveränderliche Curve und eine allein 
bewegliche Curve m ter Ordnung zerfallen (m<Cw — l). Die beweghchen 
Punktgruppen II), 11^), Hg) , . . . welche mit I) Schnittpunktsysteme von Cur- 
ven K^mit K"^^ bilden, sind dann auf Curven mter Ordnung Z'"*,Zj,Ä'J,... 
gelagert. Doch müssen diese Gruppen wenigstens m(n + l — m) Punkte 
enthalten, denn die Schnittpunkte zwischen K"^ und Z^""^^ gehören entweder 
n) an, oder werden auch von allen anderen Curven Ä^^jJ^J*, . . . bestimmt 
und gehören zu den w? Grundpunkten von JTj* , K"^. Es enthalte II) zuerst 

(n + l)m — *^^^5 — - + 1 + / Punkte, so dafs iT"* in nicht mehr Punkten 

K^^ noch triflft, als zur Bestimmung eines Büschels eben hinreichen. Weil nun 

(n— m— 2)(n— ffl-f- 1) , (w— l)n /^ , ,^^ , mCtn -f- 3) , 



2 2 v^-r^v"-^ 2 

ist, so liegt von irgend - — ^-^ Punkten des Schnittpunktsystems, in dem 

11) vorkommt, der Rest auf einer Curve (n — in — 2) ter Ordnung; alle 
Punkte zusammen gehören einer Curve (n — 2) ter Ordnung an. 

Andererseits mögen (n + l)m — — ^-0 — — ^ Punkte, wo ^ = 
ebenfalls zu beachten ist, in jeder der Gruppen II, 11^, Hg , . . . gelegen 
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sein. Zwei Ourven K"^ und K"^ schneiden sich in ^i^ — l -j- l Punkten 

von ^"-^^ und in m^ — ^"ti) _ ; = ^^^3. _ / Punkten aufserhalb 

derselben. Durch diese läfst sich daher ein /fach unendliches Netz von Our- 
ven (m — 3)ter Ordnung legen. Jede einzelne bildet mit X""*"^ eine Ourve 
^n+m-a ^^^.^ — 2) ter Ordnung. Von den m(n-\-m — 2) Schnittpunkten 
derselben mit K^ liegen m^ auf Ä^J*, die übrigen, unter ihnen die Punkte von 
II), im Durchschnitt einer Curve (n — 2) ter Ordnung mit K"^. Man erhält 
ein /fach unendliches Netz solcher Ourven, keine zwei schneiden, wenn 
l gröfser als ist, dasselbe Punktsystem auf K"^ aus, alle aber enthalten 
die Punktgruppe II). Eine einzelne der Ourven bildet mit denjenigen ein 

Netz v>^""^~~ A^— ^; ^^y Stufe, welche aus K^ und den Ourven (n — m- 
— 2) ter Ordnung der Ebene bestehen. Daher erhalten wir insgesammt 
ein Netz i v^"-"*~" a^— wi; ^ nter Stufe, dessen Ourven alle die Punkt- 
gruppe II) enthalten. Da wir eine Ourve desselben durch irgend 
Q -— -— ^ «j-. / Punkte legen können, so lassen irgend "I Punkte, 

unter denen eine solche besondere Punktgruppe vorkommt, sich durch 
eine Ourve (n — 2)ter Ordnung verbinden. 

§ 170. Wenn eine Ourve pter Ordnung durch alle Schnittpunkte 
zweier Ourven mter und (nH-l)ter Ordnung bis auf 



-^(m + 7i+ 1 — p — l)(m + /i4- 1 — p — 2) 
beliebige unter ihnen hindurchgeht, so mufs sie auch diese letzteren ent- 



halten, wenn sie nicht derselben Ourve (m + n + 1 — p — 3) ter Ordnung 
angehören, und 



m + n + 1 — 3 >p >m>n + i>3 ist. 
Es sei eine Ourve K^ möglich, welche nur 



V = ^(m-hnH- 1 — p — l)(m + n+ 1 — p — 2) 
Punkte des vollständigen Durchschnittes zwischen K^ und K^^^ nicht ent- 
hält. Durch diese Punkte lassen sich unendlich viele j^'^+^+i-'^-» legen; 
irgend eine von ihnen bildet mit Z* eine Ourve jg""»+»+i-». m(n+ l) von 

Math, Äbh. nicht zur Äkad, gehör, Gelehrter. 1887. I. 28 
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ihren Schnittpunkten mit Z^""*"* liegen auf K"^, die übrigen auf einer Curve 
^"-1 ^n — i)ter Ordnung, unter den (n — i)(m+nH-l — p — 2) Schnitt- 




punkten der JP* * mit j^"»**-"-*-! p > kommen die aufserhalb K"^ gelegenen 
Schnittpunkte der letzteren mit j^*"^^ von Überdies haben JST*"* und 



(n — l)(m + n+i — p — 2) — (n+i)(m + n4-i — p — 2) 



V iijlAM^^\yt^ 



+ ■J^(m + n+ 1 — p — l)(m + nH- l — p — 2) 
= -^(m + n + 1 — p — 2)(m + n+ l — p — 5) 



'•^gemeinsame Punkte, die gerade zur Bestimmung einer Curve ^"»+"-»-1 ' * 
^ hinreichen. Sie bildet mit Z^""*"^ eine Curve (m + 2(nH-l) — p — 5)ter 



/< 



^ Ordnung, (m + n + 1 — p — 2) (n — l) von ihren Schnittpunkten mit 

ä 1/ ^m+n+i-p-2 liegen auf j^*-i. Die anderen, also auch die betrachteten v 

Punkte liegen auf einer Curve der Ordnung (m + n + 1 — p — 3). Ist durch 
diese Punkte eine solche Curve nicht möglich, so mufs die Gruppe jeder 
Curve ^ter Ordnung angehören, welche die m(n + l) — v übrigen Schnitt- 
punkte zwischen Z"* und Z""*"* enthält. 

§ 171. Durch — —^ Punkte der Ebene ist im Allgemeinen 

eine Curve (nH-l)ter Ordnung möglich, durch irgend ^ -^ — 1 

Punkte ein Büschel, dessen Curven einander sämmtlich noch in den- 
selben T^ von einander verschiedenen Punkten begegnen. Nur wenn 
bei irgend zweien der Curven die ferneren Schnittpunkte derselben Curve 

(w — 2)ter Ordnung angehören, reichen die — ^'^ — ^ Punkte nicht 

zur Bestimmung eines Büschels und alle gegebenen Punkte nicht zur Be- 
stimmung einer Curve aus. 

Cj Cg . . . Cir^^jx. ^^. seien die gegebenen Punkte; unter den 
(n H- 1)2 von einander verschiedenen Grundpunkten eines Büschels von 

Curven jK"""*"* mögen sich die A ersten der gegebenen Punkte X kleiner 

bereits befinden. Irgend ^^p— H- 1 der übrigen 
Grundpunkte verbinde man durch eine Curve ^""*; die durch G^^^ ge- 
hende Curve ZJ**"* des Büschels trifft sie noch in ^ ^ — 1 Punk- 



als ("+i)»-^^) _i 
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ten. Dieselben bestimmen mit C^+i eine Curve -KJ"^ Die Punktgruppe, ^^ * — 

welche diese Curve allein auf der Ä^"*"^ ausschneidet, und in der C^^^ rli/t^ 

liegt, bildet mit den fest gebliebenen Grundpunkten die Basis eines neuen ^ ^^ ^^-^^^g^^^"^ 
Büschels von Curven jff""*'^ Wenn man auf solche Art schliefst, kann "^l T^^. /' ^ I 

man, von einem ganz beliebigen Büschel mit (n H- 1) ^ verschiedenen Grund- / / ^ 

punkten ausgehend, Büschel herstellen, unter deren Grundpunkten 

sich vorfinden. Das letzte Büschel ist nur in dem Ausnahmefall durch 
die angegebenen Grundpunkte nicht eindeutig bestimmt, wenn irgend zwei 

durch diese Punkte gelegte Curven (nH- i)ter Ordnung sich noch in -^^-5 — - 

Punkten einer K^'^ treflfen. Im Allgemeinen ist daher durch den letzten 
Punkt eine Curve eindeutig bestimmt. ^. 

Nur bei ganz besonderen Lagen von C^+i kann die Hülfscurve -K"!"*"^ ♦ * • 

in Theile zerfallen, da in einem Büschel mit (n 4-1)2 verschiedenen Grund- ^ ^t^ 

punkten nur eine endliche Zahl zerfallender Curven sich vorfinden kann. Die ^ 

^= ^ Punkte werden ferner ebenfalls in nur sehr speciellen Fällen 

so gelegen sein, dafs keine eigentliche jK^"* sie verbindet. Diejenigen 
Punktsysteme, welche auf solche speciellen Lagen führen, dürfen daher 
als Grenzfälle erledigt werden. 

§172. Auf jeder Curve K^^^ (n + l)ter Ordnung kann man 

^ — Punkte so bestimmen, dafs nur sie allein durch dieselben 

hindurchgeht. 

Hierzu ist nach den §§ 169 und 171 der Nachweis noth wendig 
und hinreichend , dafs unter ihren (n H- 1)^ Schnittpunkten mit irgend 

einer anderen Curve Ä*"^^ (w+ l)ter Ordnung ^ solche Punkte sich 
finden, die nicht derselben Curve (n — 2)ter Ordnung angehören. Zu diesem. 
Zwecke schneiden wir die K!^'^^ durch n + 1 von einander verschiedene 
Geraden. Da wir dieselbe als allgemein voraussetzen, wird sie von ihnen 
in (nH-l)2 verschiedenen Punkten getroffen werden. Wir wählen der Reihe 
nach 1, 2, 3, . . . n — 2 , n — 1 Schnittpunkte auf den n — 1 ersten Geraden 
aus. Lägen nun diese Punkte auf derselben Curve (n — 2)ter Ordnung, so 

28» 
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mfifste dieselbe jedenfalls die letzte Gerade ganz enthalten und daneben 
(§ 142) eine Ourve (n — 3) ter Ordnung. Diese wieder müfste in die vor- 
letzte Gerade und eine Curve (n — 4) ter Ordnung zerfallen; letztere müfste 
wieder die drittletzte Gerade enthalten, und so würde man endlich auf 
eine Gerade kommen, welche die drei ersten Punkte enthalten mü&te, die 
aber unmöglich ist. Nach § 169 ist daher die vorliegende Curve jeden- 
falls die einzige , welche durch die übrigen — y~ — ^ Schnitt- 
punkte der n + 1 gezogenen Geraden und irgend einen ihrer anderen 
Punkte hindurchgeht, nach der Entwickelung des § 171 kann man un- 
endlich viele andere Gruppen von — y~ Punkten der Ä'*"*"* fin- 
den, durch welche nur sie allein sich legen läfst. 



Sechster Abschnitt. 
Bestimmung einer Curve nter Ordnung durch gegebene Punkte. §§ 173 — 17 8 ^ 

§ 173. Nach Grafsmann's Definition ist die Ourve nter Ord- 
nung der Ort eines Punktes, der in einer aus ihm durch lineale Con- 
struction abgeleiteten Geraden liegt. In derselben kommt neben gegebe- 




Fig. 6. 
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nen Punkten und Geraden der bewegliche Punkt nmsl vor. So durch- 
schneiden sich in jedem Punkte einer Curve dritter Ordnung drei Geraden 
*i j ^2 > ^3' ^^® ^^^ festen Punkten S^ , Sg , S^ ausgehen und die Seiten eines 
gegebenen Dreiecks in drei Punkten einer Geraden l treffen (Fig. 6). 

So kann man jede Curve vierter Ordnung mit Hülfe von vier um 
Sj , Sg 9 '^s > ^^4 beweglichen Strahlen ^i , ^2 » *3 > *4 erzeugen, welche in die 
durch nebenstehende Figur 7 angedeutete und leicht verstandliche Abhän- 




Fig. 7. 

gigkeit gesetzt sind. Sieht man davon ab, dafs die drei Strahlen des 
ersten Falles in einem Punkte der betrachteten Curve dritter Ordnung 
sich schneiden, so hat man es mit einer zweifach unendlichen Gesammt- 
heit von Geradentripeln zu thun. In jedem Tripel ist eine Gerade durch 
die beiden anderen bestimmt. Wird eine von ihnen beliebig festgehalten, 
so ist l nur noch um einen Punkt der einen Dreiecksseite drehbar. Die 
beiden anderen Strahlen können daher noch projectivische Strahlbüschel 
beschreiben. In jedem Curvenpunkt treffen sich drei zusammengehörige 
Strahlen dieser trilinear bezogenen Büschel. 

Giebt man bei der zweiten Betrachtungsweise die Forderung auf, 
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dafs die vier Strahlen in einem Punkte der K^ sich treffen sollen, so ist 
doch noch durch irgend drei derselben ein zugehöriger des vierten Bü- 
schels eindeutig bestimmt. Wenn man irgend zwei derselben fixirt, so 
beschreiben die beiden anderen Strahlen projectivische Gebilde. Daher 
stehen die vier Büschel in vierfach linearer Beziehung, und es ist die Curve 
vierter Ordnung der Ort der Punkte, in denen je vier entsprechende Strah- 
len der linear bezogenen Büschel sich treffen. Diese Betrachtungsweise der 
Curven soll im Folgenden verallgemeinert werden^. 



§ 174. Man kann n+1 verschiedene Strahlbüschel so in Bezie- 
hung setzen, dafs zu n beliebig ausgewählten Strahlen o[^\o\^\o^y^ ^ . . .oj"^ 

von irgend n Büscheln im Allgemeinen ein einziges Element o^^^^'"'^ oder 

0^^^ des letzten Trägers gehört. Werden irgend n — 1 dieser Strahlen, 

etwa 0^"^ o^^\ . . . o^^^j festgehalten, so beschreiben die beiden anderen, 

o\^^ und o[^^ , projectivische Büschel. Wird einer jener n — 1 Strahlen 

in andere und andere Lagen gebracht, so gehören dem festen Büschel, 
das der nte, o\'\ beschreibt, die Büschel einer Schaar zu. Die beiden 

Doppelstrahlen (o\^^ ) und (o\^^ ) derselben bilden mit den zugehörigen 

Strahlen (o[/^ und (o[^^ , sowie mit der festen Anordnung der n — 2 

ersten Strahlen eine singulare Gruppe, der in dem (n — l)ten Büschel 
kein bestimmter Strahl zukommt. 

Durch irgend zwei (n + 1) fach lineare Systeme ist eine ganze 
Schaar solcher Systeme bestimmt. Fixirt man irgend n — l der Stra|ilen, 
und läfst man einen nten ein bestimmtes Büschel durchlaufen, so entspre- 
chen demselben in den verschiedenen Systemen die Büschel einer Schaar; 
die Leitbüschel aller dieser Schaaren sind zu einander projectivisch. 

Man kann aus Curven genügend hoher Ordnung, die in der Ebene 
des letzten Strahlbüschels liegen, ein Netz von beliebig hoher Ordnung (A) 
zusammensetzen. 

Es mögen die Büschel 

^11^21^31 ••• ^«1 A C^i2^22^32 • • • ^«» A C^iß £^23 ^33 • • • ^« » A ••• A 

U^iß U^B> U^e> • • • ^«3 
einer in ihm gelegenen Schaar projectivisch auf das Büschel o[o*lo*l' . . . oj"^ 
bezogen werden, ihre Leitbüschel 
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aber zu dem Büschel OgOgOg' . . . 0^^^ projectivisch sein; alsdann gehört 
jeder Zusammenstellung 0^^^ 0^2^ eine bestimmte Ourve zu. 

Es seien nun zwei projectivische Schaaren in dem Gesammtnetze 
gegeben, deren Büschel ebenfalls alle unter einander projectivisch sind. 
Dieselben mögen in folgender Weise bezeichnet werden: 

^111 ^121 ^131 • • • ^\ß>i A ^2H ^221 ^^231 • • • ^»iSi A f/311 ^321 ^331 • • • U^ßi 

A . . . Ä C^aii U^n ^««1 • • • £^«iBi 

und 

^U2 ^122 ^132 • • • ^1/2» A ^212^^222 ^232 ' * * ^a)2a A ^312^322^332 ' ' * ^»iß» 

A • • • A ^ali^an^aSi • • • ^«;ß» • 

Alle diese Büschel sind zu einander projectivisch, und dasselbe gilt von 
allen Leitbüscheln, etwa von 

^111^211 ^311 • • • ^«11 A ^121 ^221^321 • • • ^«21 A ^ijßi^j/Si^j^i • • • ^aßi 

und 

^112 ^212 ^312 • ' * ^aia A ^122 ^222 ^322 • ' * ^«m A ^i/iJj t/j^a C/,^,, . . . C/^^j 

Man kann die beiden Netze dritter Stufe, in denen die Schaaren liegen, 
in einer einzigen Weise so beziehen, dafs den Ourven C/^ , (/^gi 5 ^211 > 
^221 5 ^331 die anderen U^^2 ^ ^122 5 ^212 j ^222 ^ ^332 entsprechen. Bei die- 
ser coUinearen Beziehung entsprechen sich nämlich zunächst die Büschel 

^131 ^231 ^331 • • • ^« »1 ^^^ ^132^232^332 ••• ^««9 ^^^^ ^^' durch daS 

erstere Büschel kann man ü^^ mit irgend zwei Ourven (f7i3i und f/gg^) 
der Büschel f^m ? £^121 und ^^211 > ^221 verbinden, und andererseits ver- 
bindet allein das zweite Büschel (Zgg^ mit zwei Ourven U^^2 ^^^ ^232 ^^^ 
beiden Büschel U^^2 » ^122 ^^^ ^212 > ^222- 
Hieraus folgt aber, dafs auch 

^111 ^121 ^131 • • • ^lißi A ^112 ^122 ^132 • • • ^1/2» 

entsprechende Büschel sind, und dafs 

^211 ^221 ^231 ' • • ^ißi A t'212 ^222 ^232 " " * ^>iS> 

einander zugehören. Weiter folgt, dafs die Büschel 

^311 ^321 ^331 • • • ^zßi A ^^312 ^322^332 • • • ^a^a 
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sich entsprechen. Denn das erstere Büschel allein verbindet ü^^^ mit 
Curven U^^^ ; ü^^i 5 ^341 5 • • • ^^^ Büschel 

TT TT 'TT TT * TT TT • 

^111 » ^211 5 ^121 5 ^221 ' ^141 » ^241 5 • • • 

Ihm gehört das einzige Büschel gleicher Art im zweiten Netze dritter 
Stufe zu. Nunmehr entsprechen sich in den coUinearen Netzen dritter 
Stufe je zwei Leitbüschel 

Überhaupt gehören zwei analog bezeichnete Curven f/^^j und C7^^, ein- 
ander zu. Die beiden Netze dritter Stufe constituiren eine Schaar coUi- 
nearer Netze, von denen homologe Curven in projectivischen Büscheln 
angeordnet liegen. 

Den beiden gegebenen Schaaren projectivischer Büschel gehören 
andere Schaaren in allen übrigen Netzen dritter Stufe zu. Homologe Bü- 
schel in allen diesen Schaaren ordnen sich zu einer neuen Schaar; das- 
selbe ist mit homologen Leitbüscheln der Fall. 

Wir erhalten mithin eine dreifache Gesammtheit (U„ßy) von Cur- 
ven U^ßyi bei festem ß und 7 erhalten wir Büschel 

^i)3y ^JjSy ^zßy ' • • ^aßy 5 

die alle unter sich projectivisch sind und auf ein festes Strahlbüschel 
o[o'^o'l' . . . o^j"^ bezogen werden können. Bei festem a und 7 erhalten 
wir andere projectivische Büschel 

die alle auf ein Strahlbüschel OgOgOg' . . . 0^^^ bezogen werden können. 
Schliefslich können die Büschel 

^a/3l ^«/33 ^«J0» • • • ^aßy 

sämmtlich zu dem Strahlbüschel O3O3O3' . . . 0^3^^ in Beziehung gesetzt wer- 
den. Alsdann gehört eben jedem Tripel o^^^cf-^^o^^^ eine Curve ü^^^ zu. 
Wenn man zwei Strahlen festhält, so bewegt sich die Curve projectivisch 
zum dritten. Läfst man für eine feste Lage eines Strahles und für an- 
dere und andere Lagen eines zweiten Strahles den dritten immer das- 
selbe Büschel beschreiben, so durcheilt U^ß^y die Büschel einer Schaar. 

Irgend zwei dreifache Gesammtheiten (?7^öy,) und (Ua8>y%) setzen 
die Netze 7ter Stufe, denen sie angehören, auf eine einzige Art in colli- 
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neare Beziehung. Wenn man a, ß und 7 entweder = 1 oder = 2 macht, 
so erhält man acht Paare entsprechender Curven. Weist man noch C^g 3 3 ^ 
und ?73 332 einander zu, so ist die Collineation eindeutig gegeben, und 
eben in ihr entsprechen (Ua^yv) und (U^^y^ einander. Liegen beide in 
unserem Netze (?7), so erhält man oflFenbar eine ganze Schaar (Ua^y^ 
(^«/Syg) (^«/Sya) " ' " (^«^y*)? deren Curven eine vierfache Gesammtheit 
(^«iöy*) ausmachen. 

Indem man auf gleiche Art weiter schliefst, kommt man endlich 
zu einer nfachen Gesammtheit (Ua^y^..,^) aus Curven unseres Netzes (ZT). 
Jede einzelne Curve kann einer Zusammenstellung o^^^ 0^^^ 0^^^ o^P . . . o^^ 
zugeordnet werden. Werden n — l der Strahlen festgehalten, so bewegt 
sich der letzte Strahl mit der Curve projectivisch. Giebt man einem 
vorletzten Strahle andere und andere Lagen, so entsprechen dem vom 
letzten Strahle beschriebenen Büschel die Curvenbüschel einer bestimm- 
ten Schaar. 

Jetzt ergänzt man alle Strahlen o^+ijö^Vn^l'+iJ • • • ^^^ (^+ l)ten 
Büschels durch dieselbe Curve K (A — l)ter Ordnung. Wir nehmen an, dafs 
dies besondere Büschel in dem Netze (TT) bereits vorkommt. Auf dasselbe 
projiciren wir von einem Netze (A — i)ter Stufe aus alle Curven der Ge- 
sammtheit (,Uaßy..,w)' Sieht man bei den Projectionen von der unverän- 
derlichen Curve Z^ ab, so erhält man aus jeder Curve U„ßy^_^, einen 
Strahl, aus jedem Curvenbüschel ein Strahlbüschel und aus den Curven- 
büscheln einer Schaar StrahlbOschel einer Schaar. In ihre gemeinsamen 
Strahlen werden zwei bestimmte Leitbüschel der ersteren Schaar projicirt. 

Werden n — 2 der ersten Strahlen, etwa 0^^ , o\^J , . . . o[*^ festge- 
halten, so besteht zwischen den allein beweglichen drei Strahlen o^j,o^, 
o^+j die im § 31 behandelte trilineare Beziehung. Betrachtet man daher 
die beiden ersten Strahlen als beweglich, den letzten aber als fest, wo er 
dann die verschiedenen Bezeichnungen 

(«i^^y *... ») ^(«a^ay*... r) ^(fz^^y 9 ... v) 
^n + l > ^n + 1 > ^n+l ? • • • 

erfährt, so beschreiben (§ 31) die beiden ersteren projectivische Strahl- 
büschel 

0^;^ o^"^^ 0^;^ . . . Ä o\^^^ o^i^ 0^^^ . . . 

Man sieht mithin, dafs zwischen irgend /i + i Strahlbüscheln eine (n + !)• 
fach lineare Beziehung eingeleitet werden kann. 

Math. Äbh. nicht zur Akad. gehör. Gelehrter. J887. I. 29 
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Da zwei beliebige Gesammtheiten (JJae,y.,.r,C) und (C/«)3y...„,) zu 
einer ganzen Schaar 

solcher Gesammtheiten Veranlassung geben, so ist durch irgend zwei ver- 
schiedene (nH-l)fach lineare Systeme, welche für die genannten Strahl- 
böschel bestehen, sofort eine ganze Schaar linearer Systeme gegeben« Wer- 
den n — 1 der Strahlen festgehalten, und durchläuft einer der beiden an- 
deren Strahlen ein Strahlbuschel , so gehören demselben in den verschie- 
denen Systemen die Böschel einer Schaar zu; die Leitbüschel aller dieser 
Schaaren sind zu einander projectivisch. 

§ 175. Jede Curve (n+l)ter Ordnung kann auf mehrfache Art 
als Erzeugnifs (n -H l) fach linear bezogener Strahlbuschel dargestellt wer- 
den. Die Centren Ö^ , Og , O3 , ... O^^j dieser Büschel können auf der 
Curve beliebig gewählt werden. In jedem Curvenpunkte treffen sich die 
n H- 1 zusammengehörigen Strahlen einer Gruppe. Die Curven eines Bü- 
schels, von dem 01,02,03, .. . 0,^^ Grundpunkte sind, können durch die 
(n+l)fach linearen Systeme einer Schaar dargestellt werden. Das Bü- 
schel erweist sich als projectivisch zu der Schaar. Umgekehrt erzeugt 
jedes (nH-l)fach lineare System eine Curve (7i-f-l)ter Ordnung, und 
jede Schaar (nH-l)fach linearer Systeme erzeugt ein Büschel von Cur- 
ven (7iH-l)ter Ordnung. 

Wir erhalten diese Sätze durch Schlüsse von n auf n H- 1. Die 
Curve K""^^ ist das Erzeugnifs der Büschel 

o[oy{' . . . dp Ä KIKIKI ...Kl. 

Wir können Og , O3 , . . . 0„+^ als Grundpunkte des letzteren Büschels be- 
trachten. Diese Curven nter Ordnung sind Erzeugnisse nfach linearer 
Systeme einer zum Strahlbüschel projecti vischen Schaar. Halten wir irgend 
n — 2 Strahlen, etwa 0^^^ ^ o^^\ o^l\ . . . o^^}_^^ fest, so beschreiben o„ und 
o^^j für jede Curve K^ projecti vische Strahlbüschel 



n n n 



die letzteren Büschel durchlaufen mit wechselnden a eine Schaar. Ihre 
Leitbüschel 
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^(1,1)^(1.8)^(1,») ^(1,«) -T >,(a,i)ö(a,«)>j(».«) ^(3,«) T- -T A'.^)f.('^V ^(^.i) ^(»,a) 

sind sämmtlich projectivisch zu o^'o'j'oj" • . . o^^K Wenn man also die Strah- 
len ^2 ' ^3' • • • ^«-1 fi^^^^j ^®°^ ^*'^°^ andere und andere Lagen giebt, und 
den ersten ein bestimmtes Büschel durchlaufen läfst, so beschreibt der 
(nH-l)te Strahl zu diesem projectivisch die StrahlbOschel einer Schaar. 
Die n H- 1 StrahlbOschel sind daher in (n -h l)fach linearer Beziehung. In 
jedem Curvenpunkte schneiden sich n + 1 zusammengehörige Strahlen. 

Dieses Verfahren dient umgekehrt auch zu dem Nachweise, dafs 
durch jecfes (nH-l)fach lineare System eine Curve (7i+l)ter Ordnung 
bestimmt ist. 

Die Curven (n+i)ter Ordnung Kl'*^\Kl^^ eines BOschels sind 
die Erzeugnisse des StrahlbOschels o[ o^'oj" . . . of'^ mit den Ourvenbüscheln 

JT" Ä^* TT* TT" X JT^ ?r* TT" TT" 

Hieraus leiten wir lineare Darstellungen derselben ab und aus ihnen 
eine Schaar (nH-l)fach linearer Systeme; dieselbe setzen wir zu dem 
Strahlbüschel o'o"o"' . . . projectivisch. Bei einer festen Zusammenstel- 
lung o^j"^ ^of\ . . . o^^ii gehören dem Büschel o^o'^o'^' . . . ol'\ welches der 
vorletzte Strahl beschreibt, für die drei zu o',o" und o"' gehörigen (n+l)- 
fach linearen Systeme die projecti vischen Strahlbüschel einer Schaar zu. 
Hält man also oj"^ fest, so bestimmen die drei nfach linearen Systeme, 
die wir für Og, O3, . . . 0«^., übrig behalten, die Curven Kl^^Kl^^Kl^ eines 
BOschels. Nun ist aus den n + 2 Strahl büscheln mit den Centren , 
OjjOg,... 0„^i ein (n + 2)fach lineares System zusammengesetzt. Hal- 
ten wir die Strahlen 0'" , Og^^ , 03*^ . . . o^t^i in irgend einer Lage fest, so 
gehören zu einem festen, von dem vorletzten Strahle beschriebenen Bü- 
schel für die verschiedenen Lagen o^^o'^^o'l' ^ , . . o^{^ die Büschel einer 
projectivischen Schaar. Mithin erzeugen die nfach linearen Systeme, 
die mit Hülfe der n letzteren Büschel sich bestimmen lassen, die Curven 
-^13 5 -^23 9 -^33 5 ^^43 3 • • • ßioös zu o^o'l . . . 0^^^ projectivischen Büschels. 
Diese verschiedenen Büschel gehören zu einer Schaar, weil auch -K^i, 
JT*, , jff ", , K^^ , . . . Curven eines Büschels sind. Nun bestimmen die Bü- 
schel dieser Schaar mit o[ o'^ o^ ... die Curven des gegebenen Büschels. 
Dieselben können also andererseits durch die (n + l) fach linearen Sy- 
steme der von uns construirten Schaar erzeugt werden. 

29* 
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§ 176. Kennt man von einem Büschel von Curven wter Ordnung 
n gemeinsame Punkte O^^O^'i ---O^ und für irgend zwei von ihnen die Dar- 
stellungen mit Hülfe der von jenen Punkten ausgehenden Strahlbüschel, so 
kann man für jede andere Ourve des Büschels, von der ein Punkt bekannt 
ist, eine Darstellung finden unter alleiniger Anwendung des Lineals, wenn 
für alle auftretenden imaginären Strahlen Darstellungen gegeben sind, die 
zu irgend einem Wurfe (ABA^B^ projectivisch sind. 

Es sei der Punkt, durch welchen die Ourve des Büschels fixirt 
wird, Oj , Og , O3 , . . . 0^ seien die festen Grundpunkte, a^ und al die 
Strahlen, welche für die gegebenen Darstellungen der Zusammenstellung 
OOj^, OOg, . . . 00^_j zugehören. Lassen wir nun den vorletzten Strahl 
die Reihe 0^_iO,6^_i,c^_i,(4_i . . . durchlaufen, so müssen die zugehörigen 
Strahlen des letzten Büschels für die beiden gegebenen Darstellungen die 
projectivischen Strahlbüschel 

beschreiben, welche wir kennen; die zu ihnen projectivische und ihrer 
Schaar angehörige Reihe 

OnO,6„,c^,<, ... 

liefert uns alsdann unendlich viele Sätze 

0^0,...0,_,0,0,_,0,0,0 ; 0,0,...0,_,0,b„.^,K ; 

die alle der gesuchten Darstellung angehören. Die Strahlen a^ , 5» , c^ 
aber finden sich durch eine lineare Oonstruction. Man schneide die drei 
Büschel durch eine der Einfachheit wegen reelle Gerade l in den Reihen 

A^ als der Schnittpunkt von OÄ« "^^d l ist gegeben. Durch die Strahl- 
büschel 

erzeuge man nun einen Kegelschnitt 212362) . . . Jeder einzelne Punkt 
ergiebt sich im Falle der Imaginareität durch eine lineare Oonstruc- 
tion, wenn SIq und SIq reell sind. Denn von A^ und A^ kennen wir 
jedenfalls Darstellungen, die zu dem Normalwurf projectivisch sind und 
von irgend zwei festen Strahlen Sl^ilf und Sl^iV ausgehen. Hieraus fin- 
det man aber linear diejenigen zum Normalwurf projectivischen Darstel- 
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liingen, die von S(qSIÖ ^^^P* ^o^q ausgehen, hieraus endlich den Punkt 91 
in einer zum Normalwurf projectivischen Darstellung. Analoges gilt für 
S5 , 6 , 5) , ... Nunmehr ziehen wir die Gerade A^ % was ebenfalls linear 
angeht, weil A^ zu dem Normalwurf projectivisch dargestellt ist. Man 
suche alsdann (linear) den zweiten Schnittpunkt S(q derselben mit dem v 
Kegelschnitt. Das Büschel SIq(91S562) . . .) projicirt nun die Reihe A^B^ 
C„ . . . ; von 0^ aus wird dieselbe in a^b^c^ . . . projicirt. Hält man jetzt 
0^0 ,020 ^ . . . 0^_^0 und 6^ fest, und läfst man den von 0^_^ ausge- ^ 

henden Strahl das Büschel a^_,6„_iC^.,rf„_i . . . durchlaufen, so gehören 
ihm in den drei Darstellungen die projectivischen Büschel 

^«-2 5 ^«-2 5 ''n-a » **n-2 1 • * ' A ^n-S J ^«-2 3 ^n-2 ' ^«-2 9 ' ' ' A 

ZU, von denen die beiden ersten nach der Voraussetzung gegeben, das 
dritte aber nach dem so eben gelehrten Verfahren linear zu construiren 
ist. So erhält man zu den Strahlen 0^0 , . . . 0^_^0 jC^_^ ^b^ den be- 
stimmten linear zugehörigen d^^^. Endlich erhält man durch Fortsetzung 
dieses Verfahrens linear den Strahl a^, der für die betrachtete Curve den 
willkürlich gewählten Strahlen ^2 5 ^3 ^ ^4 > • • • entspricht, die von Og , O3 , 
O4 , . . . ausgehen^^ 

§ 177. Haben alle Curven K"* zweier Büschel die Grundpunkte Oj , 
Ö2 3 O3 , . . . 0„ mit einander gemeinsam, und gehört beiden Büscheln eine 
Curve gleichzeitig an, so kann man die lineare Darstellung der letzteren 
unter alleiniger Benutzung des Lineals finden, wofern in jedem Büschel 
zwei Curven bereits linear dargestellt sind. 

Haben alle Curven nter Ordnung eines Netzes vter Stufe die Punkte 
0^,02,... 0„ mit einander gemein, ist in demselben ein beliebiges Netz 
(y — i)ter Stufe gegeben und ein einzelnes Büschel, dessen Curven alle 
durch 5j,J?2, . . . 5,_8 gehen, so kann man allein mit Hülfe des Lineals 
die Darstellung der Curve finden, welche dem Büschel mit dem Netze 
gemeinsam ist, wofern lineare Darstellungen von v Curven des Netzes 
bekannt sind. 

Ist im ersten Falle noch ein Grundpunkt B^ oder B2 des einen 
oder des anderen Büschels bekannt, so ist die Aufgabe ohne weiteres 
gelöst, denn man braucht nur die Darstellung der Curve aufsuchen, die je 
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in dem anderen Büschel durch B^ oder B^ bestimmt wird. Im anderen 
Falle aber benutzt man, dafs in jeder linearen Darstellung den n — l 
Strahlen O^O^^O^O^, ... 0^0^^^ die Tangente der betreffenden Curve in 0^ 
zugehören mufs. Die betrachtete Curve muls daher sicherlich in beiden 
Büscheln so dargestellt sein, dafs dieser besonderen Gruppe derselbe 
Strahl aus der Reihe a^b^c^d^ ... zugehört. In allen diesen Darstellun« 
gen von Ourven des ersten Büschels entsprechen der Gruppe 0^_^ 0^ , 
O^.jOg 5 . . . 0„_iO„_, , 0„_iO^ die Strahlen eines Büschels, das zu dem 
vorigen projectivisch ist : 

Aber auch in den Darstellungen der Ourven des zweiten Büschels müs- 
sen dieser Zusammenstellung, damit die den Tangenten «« > ^« j ^n?^». j • • • 
entsprechenden Ourven desselben entstehen, die Strahlen eines projectivi- 
schen Büschels 

2) ««. A-i^«-i<-i^n'-i • • • (Ä a^KCndne^ . . .) 
zugeordnet werden. 1) und 2) haben im Allgemeinen zwei gemeinsame 
Strahlen, deren einer die Tangente in 0„_i ist und der früheren in 0» 
projectivisch entspricht. Um ihn auszusondern, machen wir dieselbe Über- 
legung mit Vertauschung von n — 2 gegen n — 1. Wir erhalten dann 
zwei zu jenen projectivische Strahlbüschel 

3) Ä^_2^«-2^n-3^n-a * ' * A 4) a^^^b^_^c^_^d^__^ . . . ; 

ein Coincidenzstrahl derselben ist die Tangente der gesuchten Ourve in 
0^_2' ^^^ entspricht nach seiner Bedeutung die Tangente in 0„_i in den 
beiden Büscheln 1) und 2) ; dem zweiten Ooincidenzstrahl von 3) und 4) 
aber entsprechen in den Büscheln 1) und 2) zwei von einander verschie- 
dene Strahlen. Der andere Ooincidenzstrahl wird also zu dem zweiten 
der Büschel 1) und 2) nicht homolog sein. 

Man beziehe nun die Büschel 1) und 3) auf das Hülfsbüschel 
PiPiPd • • • projectivisch. Den Strahlbüscheln 2) und 4) gehören dabei 
zwei unter sich und zu jenem projectivische Büschel p'iP2P3 • • • ^^d 
P'iP'ip's ' • • ^'^' ^^^^ ^^^ haben einen Coincidenzstrahl gemeinsam, wäh- 
rend die beiden anderen Coincidenzstrahlen zwischen PiP2Ps • • • ^^^ JPi 
1^2Ps • • • » resp. zwischen PiP2Ps • • • und P1P2PS • • • ? von einander ver- 
schieden sind. Nach dem bekannten Steiner'schen Verfahren kann man 
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linear zwei Geraden herstellen, die auf einem beliebigen durch gelegten 
Kegelschnitt die zweiten Schnittpunkte der gesuchten Coincidenzstrahlen- 
paare ausschneiden. Beide müssen einander in dem Schnittpunkt des ge- 
meinsamen Coincidenzstrahls mit dem Kegelschnitt treffen; eben deswegen 
läfst sich dieser linear auffinden. Ihm entsprechen in den beiden BQscheln 
in 0^_j und 0^_, die beiden Tangenten der gesuchten Curve. Aus den 
beiden gegebenen Schaaren linearer Systeme erhält man nunmehr im All- 
gemeinen zwei verschiedene lineare Darstellungen der Curven. Beiden 
sind die Strahlengruppen gemeinsam, die nach Ourvenpunkten fahren. 

Um nun die zweite Aufgabe zu lösen, denken wir uns irgend v von 
einander unabhängige Curven K^^K^^K^^ ... K^ des Netzes (y — l)ter Stufe 
hergestellt. Es seien alsdann ^j, ÄJ, üTg, . . . Kl_^ Curven nter Ordnung 
der Büschel K^^K^ ; K^^K^ ; K^^K^ ; . . . K^_^ ^K^^ die alle durch B^ hin- 
durchgehen; sie bilden ein Netz (y — 2)ter Stufe, in dem die gesuchte 
Curve liegt. Es seien ferner K'l ,7^2,... K'l_^ die durch B^ bestimmten 
Curven der Büschel K[ , Kl_, ; K!^ , Kl,^ ; K^ , Kl_, ; . . . Z;„, , Kl^,. Sie 
bilden ein Netz (y — 3)ter Stufe, dem die gesuchte Curve angehört und 
enthalten alle die Punkte B^ und B^. Hat man in dieser Art allgemein 
fjL Curven K^^^ , K^^^ , K^^\ . . . K\^l^ des Netzes (v — i)ter Stufe hergestellt, 
welche B^^B^, . . . B^ enthalten und ein Netz (y — /x — i)ter Stufe bilden, 
das die gesuchte Curve enthält, so bilden die Curven K^^'^'] , K^^'*'^^ y 
Z^-^^> , . . . K^:j^^I, der Büschel K[^^ , Z^;i, ; ÜT^;^ , K[% ; K['^ , 1^:1 ; . . . 
K[^l^_i^K[^l^^ welche B^^^ enthalten, ein Netz (y — ß — 2)ter Stufe, dem 
die gesuchte Curve angehört. So kommt man endlich auf ein Büschel 
K[^^^^K^2~^\ welches mit dem gegebenen die gesuchte Curve gemeinsam 
hat. Während nun die linearen Darstellungen, aus denen K[^^^ und K[^'^^ 
entstehen, aus der vielfachen Anwendung des Satzes vom § 176 hervor- 
gehen, sucht man diejenige der zu betrachtenden Curve nach der Me- 
thode, welche in dem ersten Theile des jetzigen § auseinander gesetzt 
wurde. 

§ 178. Es seien ^-!?-tJ^«-±-i) Punkte [0 , A^, A^, . . . A,^^,,B^, 

^2, . .. -ßi^/^^j)] in einer reellen Ebene gegeben mit der Bestimmung, 
durch dieselben eine Curve (n+l)ter Ordnung hindurchzulegen. 



7 



232 E. K ö T T E R : Grundzuge einer 

Man kennzeichne durch [X^-X^ . . . -X^.J ein Büschel von Curven Ä^, 
welches aufsei* durch die Grundpunkte B^^B^^ . . . -ßi^(^+i) noch durch die 
in Klammern gesetzten n — 1 anderen Punkte bestimmt wird, ferner be- 
zeichne man mit «1902' ••• ^2n+i ^^^ Strahlen OA^^OA^jOA^,,..OA^^^^y 
mit a einen beliebigen Strahl des Büschels 0. 

Die zu lösende Aufgabe ist dann JST^ , -Xg , . . . -X^_j der projectivi- 
schen Beziehung 

^1^2 • • • ^»«+1 A L-X^Ag . . . X^_^](Aj^A2 . . . ^2n+i) 
gemäfs zu bestimmen^. 
Man setze 



/^ 






^ == 1, 2, 3, ... TZ. 

Dem Strahle a gehört dann diejenige Curve K zu, welche den 
'{ n Netzen (n — l)ter Stufe 

« 

1) [-^2-^3 • * • -^njn + l J 1^3^ • • ' ^njn + i 5 • • • [-^1-^2 * ' ' -^»-iJä+I 

2) 1-^2 "^3 • • • -^«1«+» > ['^3^ • • • -^Jn+Ä > • • • L-^l-^ • • • -^n-lJu+Ä 

nj ' [A^A^ . . . A^]^^ 5 [^3^ • • • AJ2« » • • • LA A • • • -^n-iJsn 
gleichzeitig angehört. Von irgend einem Punkte X der Ebene kann man 
mit alleiniger Hülfe des Lineals entscheiden, ob er zur Curve gehört oder 
nicht, wofern alle gegebenen imaginären Punkte und Geraden gleich X 
^ 7x") projectivisch zu einem Normalwurf dargestellt sind. 

Die gegebene Lösung des Problems setzt die analoge Aufgabe für 
Curven nter Ordnung voraus. Aus dem n fachen Netz, welches die durch 
die Punkte B^ . . . B±n(n+i) g^t^nden Curven nter Ordnung noch bilden, 
werden durch Angabe von 2/1 + 1 verschiedenen Punkten ebenso viele 



verschiedene (n — l) fache Netze herausgehoben. Die Aufgabe ist nun, ein 
einzelnes Netz erster Stufe [ein Büschel] so zu legen, dafs die Reihe der 
Curven, die ihm mit den genannten Netzen gemeinsam sind, zu einer gegebe- 
nen Reihe von 2n + 1 Strahlen projectivisch ist. In dieser Fassung bezieht 
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sich das Problem auf alle geometrischen Netze, mögen sie aus gleich- 
zahligen Anordnungen von Punkten (Involutionsnetz), aus Gurven gleicher 
Ordnung, oder, was über den Rahmen dieser Arbeit hinausgeht, aus 
Flächen bestehen. Wir ersetzen der bequemeren Ausdrucksweise wegen 
diese allgemeine Netzaufgabe durch ihre reciproke , wo also 2 n + 1 be- 
liebige Glieder ö^j ö^2 ? • • • ^3«+i ^®^ Netzes gegeben sind, dagegen ein 
Netz N (n — 2)ter Stufe so zu suchen ist, dafs 

ist, wobei a^jag? • • • ^2«+x Elemente eines einförmigen Gebildes sind. Man 
betrachte nun die Reihe nten Ranges 

G^'^G^Gc^ . . . G^G^^^^G^^^ A aa^a^ . . . a^a^^^^a^^^ , 1) 

wo G^^^ durch a eindeutig bestimmt wird (§ 104). Jedes Netzbüschel, wel- 
ches G^^\G^^G2i . . . ö^n^ö^sn+i mit irgend n — i festen Gliedern der Reihe 1) 
verbindet, ist zu aa^a^ • - . a„a^^^^ projectivisch. Umgekehrt mufs jeder 
Träger (n — 2)ter Stufe der genannten. Art die Reihe wten Ranges in 
n — 1 Gliedern treffen. 

Jetzt betrachten wir neben 1) noch die n — 1 anderen Reihen 
nten Ranges 

O^^^G^G^. . . G^G^^^^G^^^ A CLCLl(^2 - ' ^n(^!in+l<^n+2 

G^^^ G^G^. . . G^ öj^^j G^^^ A aa^a^ . . . a^a^^^^ a^^^ 



2) 



ö^"^ G^G^ . . . G^ G^^^^G^^ A aa^a.2 • • • ««^a^+i^ai. 

Im allgemeinen Falle können keine zwei dieser n Reihen identisch sein. 
Daher ist durch G^'\ G^'\ G^'^ , . . . G^""^ ein bestimmtes Netz (n— i)ter 
Stufe bestimmt, das aufser in G^^^ noch in n — 1 anderen Gliedern der 
Reihe nten Ranges 1) begegnet. Von dem sie verbindenden Netze Ä^ (n — 2)- 
ter Stufe aus wird G^^^G^ G^. . . G^G^^^^ durch ein zu aa^a^ . . . «»ö^a^+i 
projectivisches Büschel projicirt. Nun kann aber nach der besonderen 
Natur von N G^'^ mit G^^\G^^\G^'^, . . . ö^»^ vertauscht werden; defshalb 
mufs N alle Reihen nten Ranges in je n — 1 Gliedern treffen. Von 
hier aus werden daher alle in den Reihen 2) links stehenden Gruppi- 
rungen durch Büschel projicirt, die zu den Reihen rechts projectivisch 
sind; man hat also 

Math. Äbh. nicht zur ÄkacL gehör. Gelehrter. 1887. I. 30 
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Nun beachte man die Bestimmung von ö^^^, welche oflFenbar ganz 
allgemein so vor sich geht, wie sie an dem speciellen Fall der Involution 
jLtten Ranges im § 104 gelehrt wird, so dafs man also G^^^ aus den Be- 
ziehungen 

[(73 . . . Ö«G^i](G^2Ö^Ä«+lÖ^i.+ xÖ^'0 A (ö2«2« + l«i.+ x«) 

erhalt. Geht man nun wieder zu dem Curvennetz zurück, so entsprechen 
den Gliedern G^^G^^G^^ ... je die durch A^^A^^A^^ . . . bestimmten Netze 
(n — i)ter Stufe, dem Netze G^G^.^.G^ das Curvenbüschel [^^2^3 • • • ^J» 
dem Netze (n — i)ter Stufe G^G^. . . G^G^^^ die Curve [^12^3^4 • • Oi+i "^^ 
der Gruppe ö^*^ das die n Curven 

umfassende Netz (n — l)ter Stufe; dem Netze (n — l)ter Stufe &^^G^^K . • 
(7*^ entspricht, wie wir es behaupteten, die Curve, welche dem Netze 3) 
mit den n — l anderen 

y • 

gemeinsam ist. Die Darstellungen, welche von irgend n der Punkte B 
aus allen diesen Gurven zukommen, mögen sich linear auffinden lassen, 

wie überhaupt diejenige einer durch ^-^ — - + n = ** » Punkte be- 
stimmten Gurve K"^. Wir wollen dann zeigen, dafs auch die lineare Dar- 
stellung der Curve (n + l) ter Ordnung sich mit alleiniger Benutzung des 
Lineals auffinden läfst. 

Mit dem ersten Netze (n — l)ter Stufe 

hat irgend ein anderes 

ein Netz (n — 2) ter Stufe gemeinschaftlich. Dasselbe kann durch die 
n— 1 Gurven 






lll+X 
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des ersten Netzes bestimmt werden, die zugleich den Büscheln 

[-^2 ^3 • • • ^n\n+\ > [-^3 A^. ..A^ -^iJn+x 5 [-^2 -^3 * * * ^ J«+x J [^4 -^ö * * • -^1 ^2]»+x 5 • • • 

[-^2^3 • • • Anjn+x » 1-^1-^2 • * * -^n-ijn+x 

angehören. Ihre Darstellungen kann man (§ 177) mit alleiniger Hülfe 
des Lineals auffinden. Das Problem ist also darauf zurückführbar, die 
Curve aufzufinden, welche n — 1 in einem Netze (n — l)ter Stufe gelege- 
nen Netzen (n — 2)ter Stufe gemeinsam ist. Ähnlich bestimmt man in 
dem ersten derselben n — 2 Netze (n — 3)ter Stufe, denen ebenfalls die 
gesuchte Curve gemeinschaftlich ist. Schlieislich erhält man die linearen 
Darstellungen von zwei Büscheln, denen die a entsprechende K"" gleich- 
zeitig angehört; hieraus kann man aber ihre lineare Darstellung ableiten. 



I 



30 
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Fünftes Capitel. §§ 179-196. 

Analytische Erläuterungen zu den vorstehenden geome- 
trischen Entwickelungen. 

§179. Von Staudt identificirt, wie wir gesehen hatten, zwei 
conjungirt imaginäre Punkte oder Strahlen mit einer gegebenen elliptischen 
Punkt- oder Strahleninvolution. Die Trennung eines Paares wird durch 
Betrachtung des Sinnes bewirkt. Auf einer Geraden liegen die Punkte, 
deren Darstellungen, was Involution und Sinn anbetriflft, zu ihrer eigenen 
Darstellung perspectivisch sind. 

Auch die imaginäre Gerade im analytischen Sinne kann als Ord- 
nungslinie einer elliptischen Involution betrachtet werden. Wenn 

1) p = <t(x—x^ + ß{y—y^ = und 5 = a^{x—x^) + ßi(y—yO = 
die Gleichungen reeller Geraden sind, so ist 

2) p^tq = 

die allgemeinste Gleichung einer imaginären Geraden, die nur den reellen 
Punkt ^i,yi enthält. Dieselbe ist der eine imaginäre Doppelstrahl der 
Involution 

Da jede elliptische Involution nur eine Darstellung in der Form 3) zu- 
läfst, so kann man sie geradezu als Vertreterin der beiden Strahlen 
p^iq = und p — tgr = auffassen. Für den Schnittpunkt von 
p^iq =: mit einer reellen Geraden mit der Gleichung 

erhält man die Coordinaten, indem man zwischen den Gleichungen 2) und 
4) zuerst x und dann y eliminirt. Andererseits ist natürlich der betreffende 
Schnittpunkt ein Doppelelement der Involution, welche durch die Strahlen- 
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Involution 3) auf der Geraden 4) bestimmt wird. Hieraus sieht man, dafs 
irgend zwei conjungirte Strahlen von Staudt's mit zwei imaginären Strah- 
len jp+tg=0 und p — iq = 0, irgend zwei conjungirte Punkte auch 
mit zwei imaginären Punkten im analytischen Sinne identisch sein müs- 
sen. Alle imaginären Punkte, die im synthetischen Sinne auf zwei con- 
jungirten Geraden liegen, gehören auch zwei bestimmten imaginären Ge- 
raden im analytischen Sinne an. Es fragt sich nur, ob das analytische 
Trennungsprincip mit dem synthetischen in Übereinstimmung gebracht 
werden kann*^. 

Um dies zu erweisen, setzen wir zunächst die imaginären Punkte, 
die auf den beiden Axen im analytischen Sinne liegen, in Verbindung 
mit synthetisch definirten imaginären Punkten. Der Punkt x == a-i-bi 
der X Axe kann als der eine Doppelpunkt der Involution 

(x—ay—b^-h2Xb(x—a) = 5) 

aufgefafst werden. Jede elliptische Involution kann in nur einer Weise 
in dieser Form dargestellt werden, denn a ist die Ooordinate des Mittel- 
punktes der Involution, der mit dem unendlich fernen Punkte der x Axe 
ein Paar bildet, und das Paar a: = a-H6,x=a — b ist das einzige, dessen 
Abstand durch den Mittelpunkt halbirt wird. Wir setzen nun identisch den 
Punkt mit der Darstellung 

a — b , a , a + 6 , oo und den Punkt a: = a H- 6i , y = . 6) 

Ist also der Factor b von i positiv, so besitzt auch die Darstellung 
des Punktes a -4- 6t einen bestimmten Sinn, den wir als positiv bezeich- 
nen wollen. Ist andererseits b negativ, so ist die Darstellung im nega- 
tiven Sinne beschrieben. Die ähnliche Festsetzung treffen wir für die 
y Axe. Wir betrachten als identisch den Punkt mit der Darstellung 

c — c/, c , c-4- d, oo und den Punkt y = c-+'di^x = 0. 7) 

So lange d positiv bleibt, ist auch der Sinn der Darstellung positiv; wird 
d negativ, so ändert sich derselbe und wird negativ. 

Jede imaginäre Gerade kann als die Verbindungslinie zweier Punkte 
betrachtet werden, von denen der eine der x Axe , der andere der y Axe 
angehört. Jeder analytisch definirten imaginären Geraden gehört so eine 
bestimmte synthetisch definirte imaginäre Gerade zu, zu der die zugehö- 
rigen Darstellungen perspectivisch sind. Wir werden beide als identisch 
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betrachten können, wenn der eine reelle Punkt der ersteren zugleich der 
einzige reelle Punkt der letzteren Geraden ist. Der letztere ist aber 
einer von den beiden Punkten, von denen aus die Involutionen der beiden 
imaginären Punkte in einander projicirt werden. Der reelle Punkt der 
synthetisch definirten Geraden liegt im zweiten oder vierten Quadranten, 
falls die beiden Darstellungen von gleichem Sinne sind, dagegen im er- 
sten oder dritten Quadranten, wenn die Darstellungen der Punkte von 
verschiedenem Sinne sind. Auch von dem reellen Punkte der analyti- 
schen Geraden aus werden die Involutionen der imaginären Punkte in 

einander projicirt. Kann man noch zeigen, dafs das Verhältnifs - seiner 

^^ b 

Coordinaten ein entgegengesetztes Zeichen besitzt, wie das Verhältnifs ^ , 

der imaginären Bestandtheile in den Coordinaten der Punkte, welche die 
Gerade auf der x und y Axe ausschneidet, so ist die Identität der beiden 
reellen Punkte nachgewiesen. 

Die Gleichung der Verbindungslinie sei nun 

Hieraus erhält man fQr y = die Coordinate des Schnittpunktes nüt 
der X Axe 



9) 



und für x = 



10) 
Es ergiebt sich folgUch 

11) 



di 



(«• + 


a\)Xi + (aß ■+• 


«i^Oyi 


««!-+- 


/3yiH-t(«i«i-+- 


^lyi) 


(/3' + 











d Xi a' + a\ 



8 9 



und es sind wirklich die beiden Verhältnisse -, und - immer von ver- 

d yi 

schiedenen Zeichen. Mithin kann die Verbindungslinie der beiden Punkte 

12) X = a + biyy := und a; = , y = c + c/i 

mit der Linie identisch gesetzt werden, welche durch die Punkte 
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a — 6,a,a-H6,oo und c — d,c,c4-c?,oo 13) 

bestimmt wird, denn beide Linien enthalten denselben reellen Putikt. 

Jeden Punkt der Ebene kann man im analytischen Sinne als Gen- 
trum eines Strahlbfischels definiren; es mufs dann gezeigt werden, dafs 
alle diese Strahlen auch im synthetischen Sinne in einem Punkte sich 
treffen. Der Schnittpunkt zwischen irgend zwei imaginären Strahlen ist 
nun nach analytischer und nach synthetischer Anschauung in je einer 
gewissen reellen Geraden gelegen. Stellen sich diese beiden reellen 
Geraden als mit einander identisch heraus, so wird man auch die 
Schnittpunkte als identisch betrachten, welche die beiden Geraden nach 
analytischer oder synthetischer Betrachtungsweise gemeinsam haben. In 
beiden Fällen hat man nur die Wahl zwischen den beiden reellen Ge- 
raden c und Cj, auf denen die Involutionen der imaginären Geraden die- 
selbe Punktinvolution ausschneiden. Diese beiden Geraden werden durch 
die reellen Punkte A^ und A^ der imaginären Strahlen getrennt; vom 
synthetischen Standpunkte aus mufs die Gerade c die endliche Strecke 
A^A2 treffen, wenn die Darstellungen der Geraden in verschiedenem 
Sinne beschrieben sind, im anderen Falle kommt die Gerade in Betracht, 
welche die unendlich grofse Strecke A^A^ trifft. 

Die reelle Gerade, welche den imaginären Punkt 

a; = a -H 6z , y ^= c-\^di 14) 

enthält, kann offenbar durch die beiden Gleichungen 

a: = a-4-6A , y = c + rfA 15) 

dargestellt werden. Es seien nun x^^y^ die Coordinaten von A^^ ^2*2/2 ^^®" 
jenigen von A^\ alsdann sind 

(x^—a—bi)(y—y;) — (yi—c—di)(x^x{) = 16) 

und 

(x^—a—bi)(y—y^) — (y^—c—di)(x—x^) = 17) 

die Gleichungen von zwei Geraden, die A^ resp. A^ enthalten und in 
dem imaginären Punkte 14) sich treffen. För den Schnittpunkt zwischen 
A^A^ und zwischen dem reellen Träger 15) des Punktes 14) müssen die 
beiden Gleichungen 

a + 6A = X^-i-fx(Xci—x{) , c + rfA = y^^fx(y^—y^) 
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d(a-'Xi) — b(c — yi) 



bestehen, woraus sich ergiebt 

d(a;a — Xi) — & (y, — y i) 

Der Schnittpunkt liegt innerhalb der endlichen Strecke A^A2j wenn 

19) 0<iLt<i oder r^:>0 

ist. Nun hat man aber offenbar 

20N ^ __. c?(a — J?0 — 5(c— yO ^ 

-' 1 — lA d{a — x^ — 6(c — yj) 

Wenn man mit ^i+/i^ den Schnittpunkt der Geraden 16) mit der x Axe 
bezeichnet, so ist (9) 

v/l yi a>_i_a« 

2n 

mit Vertauschung der Indices 1 und 2 bekommt man 

c>c>N / — 9i rf(g — J?a) — ft(c— yO 

22) -^2 - 2/2 (y,-c)' + d' • 

Mithin ergiebt sich 

oQN r^ . y? = ^(g— ^i)— ^(g— yO , (y»— g)'-H <^' . 

^ /» ' yi rf(a— «»)— 6(c— yO " (yi— c)' -h cP 

r— — ist also dann und nur dann positiv, wenn 

24) -J^ < 

ist. Eine der Gröfsen - und - muls mithin in diesem Falle positiv, 

Vi Vi r ^ 

die andere negativ sein. 

Der Richtungssinn eines Punktes der x Axe bestimmt an allen Punk- 
ten mit positiver Ordinate einen und denselben Drehungssinn, an allen 
Punkten mit negativer Ordinate aber den entgegengesetzten Drehungssinn. 
Umgekehrt bestimmen an einem festen Punkte mit den Goordinaten x^ ^y^ 
alle imaginären Punkte der x Axe mit positivem Sinne ihrer Darstellung 
oder positivem Factor /,^ von i in ihrer x Ooordinate denselben Drehungs- 
sinn. Der Drehungssinn, welcher sich im synthetischen Sinne mit der Ge- 

raden ^^A. verbindet, ändert sich also nur mit dem Quotienten -. Die 
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Gerade 15) wird die endliche Strecke ^1-42 «mithin dann schneiden, wenn 
die synthetischen Darstellungen der beiden imaginären Geraden im ver- 
schiedenen Sinne beschrieben sind. Der Schnittpunkt der beiden analy- 
tisch dargestellten Geraden kann immer mit demjenigen der synthetisch 
dargestellten Geraden als identisch betrachtet werden. Alle Geraden, die 
im analytischen Sinne durch einen Punkt gehen, haben auch im syn- 
thetischen Sinne einen Punkt gemeinsam. 

Ist nun in dieser Weise die Identität zwischen den analytisch und 
synthetisch definirten imaginären Gröfsen einmal aufgezeigt, so folgt so- 
fort, dafs auch die beiden Auffassungen der projectivischen Beziehung in 
genauestem Zusammenhange stehen. Man kann die Elemente eines ein- 
förmigen Gebildes analytisch durch den Zahlenwerth des Theilverhält- 
nisses fixiren, den dieselben an zwei festen Elementen des Trägers be- 
stimmen. Besteht nun zwischen zwei einförmigen Gebilden die projec- 
tivische Beziehung, so verschwindet eine bilineare Form 

aA + 6a + c?^\ + d 

för je zwei entsprechende Theilverhältnisse. Eine solche Beziehung fin- 
det auch zwischen dem ersten und dem letzten Gliede einer Reihe per- 
spectivischer Gebilde statt. 

Ein sehr einfacher Zusammenhang besteht zwischen dem Reprä- 
sentanten x = a , y = Ä des imaginären Punktes a + 6t der x Axe und 
seiner geometrischen Darstellung 

a — b , a , a -f- 6, oo . 

Auf seinen Verbindungslinien mit den beiden Kreispunkten liegen zwei 
symmetrisch zur x Axe gelegene reelle Punkte. Sie lassen sich mit jedem 
Paare der Involution durch einen Kreis verbinden, der also seinen Mittel- 
punkt auf der x Axe hat. Für das Paar x = a ^x = (x> besteht dieser 
Kreis aus der unendlich fernen Geraden und dem Lothe in a, fQr das 
zweite Paar x = a — b ,x = a + b hat der Kreis einen Radius von der 
Länge b und den Punkt x = a zum Mittelpunkt. Der Punkt x = a^ 
y=^b liegt mithin in der imaginären Geraden, die mit einem bestimm- 
ten Kreispunkt den gegebenen imaginären Punkt verbindet^. 

Math, Ahh. nicht zur Akad. gehör. Gelehrter. 1887, L 31 
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Das zweite Capitel der vorstehenden Arbeit §§ 180 — 187. 

§ 180. Vom analytischen Standpunkte aus wird eine Involution 
durch zwei gegebene Gruppen desselben Trägers zu n Elementen be- 
stimmt. Haben diese 2n Elemente die Theil Verhältnisse «i , «2 ? • • • ^« » 
/3j , iSg , . . . /3^ hinsichtlich zweier gegebener Elemente, so sind die Theil- 
verhältnisse aller Elemente irgend einer dritten Gruppe Wurzeln der Glei- 
chung nten Grades 

^. (^— «i)(^— «2) • • • (^— «J — ^(^— Öi)(^— ^2) • • • (^— ^n) 

so dafs zu jedem Werthe von A eine Gruppe der Involution gehört. Wird 
der Fundamentalsatz der Algebra vorausgesetzt, so enthält jede Gruppe n 
im Allgemeinen getrennte Elemente. Zwei verschiedene Involutionen 

2a) /»(x)-^5'.(^) = , 2b) A(.x)-Xj„(x) = 

werden als projectivisch bezeichnet, wenn für A und \ die allgemeinste 
bilineare Gleichung besteht 

3a) aA + 6Aj + cAAi + rf= 0. 

Entsprechen sich die Gruppen /^(a:) = xmdf^(x) = Oj sowie g^(x) = 
und ^^(^) = 0, so besteht die einfachere Gleichung 

3b) Aj = c.A. 

Es seien nun C^C2 . . . C^ und -D1-D2 • • • -^n irgend zwei neue Grup- 
pen der Involution, so dafs man also hat 

(^— «i)(^— «2) • • • (^— «n) — v(^— /3i)(a:— /Bg) . . . (x—ß^) 
^ = (i—y)(x—y^)(x—y2) . . . (x—y^) = . 

(^— «i)(^— «2) • • • (^— «0 — ^(^— ^i)(^— ^2) • • • (^— ^n) 
^^ = (l_Ä)(a;-*0(^-<^2) • • • (^-K) = . 

Hieraus fliefsen aber die weiteren Formeln ab 

6) ^(l_y)(a:_y^)(x— Y2) . . . (X-V,) — y(l—hXx-$,Xx—^^) . . . (X— 5.) 

= (8—y) (a;— aj) (x— «2) . . . (x — «,) , 
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(l-y)(a:-yi)(Ä-y2)...(x-y,)-(l-<5)(«— *i)(a:-Ä2)...(a;-^0 7) 

und schliefslich 

(*— y){(x— cci)(«-«2)- • • (^— «») — H^—ßxXx-ß^) . . . (x—ß,)} 8) 

= (i_y).(^_x)(x-yi)...(x-yO — (l-.^(y-XXa;— ^i)...(a;-*.) = . 

Die letztere Gleichung resultirt aber bei der Elimination von fx zwischen 
den beiden Beziehungen 

(i-y)(a;-yi) . . . (x-y,_J - (i_*)m(x_,^,) . . . (x-»,_J = 0,9) 

(y-^)(^-*n-„+.)...(^-*,)-/^(*-^)(^-y.-„.x)--(^-y.) = o • lo) 

Giebt man in diesen Gleichungen X einen festen Werth, so hat 
man zwei projectivische Involutionen (n — m)ter und mter Ordnung vor 
sich, und zwar entsprechen den Gruppen CiCg.-.C^^^ und D^Dg.. .D»_„ 
der ersten Reihe die bestimmten Gruppen D^_^^^ • • • ^n ^"^ ^«-m+i • • • ^« 
der zweiten Involution. Jedes Element der A entsprechenden Gruppe 
der Involution 1) gehört zwei homologen Gruppen der Reihen 9) und 
10) gleichzeitig an. Andererseits betrachten wir einen festen Werth ix^ 
von ]u bei veränderlichem A. Alsdann erhalten wir projectivische Invo- 
lutionen 

= (a:— «i) . . . (x—a^) — X(x—ß{) . . . Qc—ßj 1) 

= (l-7)(*-A)(:r-v,) . . . (x-yj - (i_*)(v_A)(a:-<Si) . . . (x-»J 

und 

(*-^)(«-*»-».,).--(^-O-Mx(y-^X^-y,-«^x)-(^-v.) = 11) 

die zweite Involution ergiebt fQr A = A^ diejenige Gruppe, welche in dem 
\ entsprechenden Reihenpaar 9) und 10) der festen Gruppe 

(i-y)(^-yi) . • • (^-y«-J-Mi(i-^(x-<^i) . • • i^-K-J = o 12) 

zugeordnet werden mufs, damit die zu A^ gehörende Gruppe von 1) ent- 
steht. Die Reihe 11) ist also nach unserer Bezeichnung genau die .cha- 
rakteristische Reihe, die zu der Gruppe 12) gehört. Dem Wertbe A = y 
entspricht die Gruppe C^C^ - - - C^ in 1) und die Gruppe C^^^+i • • • ^n 
in der charakteristischen Reihe 11). Dem Werthe X = & entspricht die 

31» 
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Gruppe Dj Dg ... -D« in ersterer, und das Glied D^_^^^D^ ... D^ in letz* 
terer Involution. 

Zerlegt man also irgend zwei Gruppen CiC2.>*C^ und D^D^^^^D^ 
der gegebenen Involution in je zwei andere 

und 

D,D, . . . Z),_„ D._„^, . . . D, 

ZU n — m und zu m Elementen, und bezieht man in allen möglichen 
Arten zwei Involutionen (n — tn)ter und nter Ordnung so, dafs die 
kreuzweis stehenden Glieder einander entsprechen, so erzeugen sie die 
Glieder der Involution nter Ordnung. Ein einzelnes Glied kann durch 
die Gruppe zu m Punkten fixirt werden, die bei seiner Erzeugung einer 
festen Gruppe der Involution (n — m)ter Ordnung zugewiesen wird. Alle 
so entstehenden charakteristischen Reihen sind zu der Involution nter 
Ordnung projectivisch. Den jeweilig besonderen Gruppen Cj Cg . . . C^ 
und D^D^ . • • D^ entsprechen die aus ihnen entnommenen Bestandtheile. 

Genau auf diese Weise liefsen wir im § 32 die Involutionen nter 
Ordnung aus denen niedrigerer Ordnung entstehen. Das im zweiten Ca- 
pitel betrachtete Gebilde ist daher mit der Involution der analytischen 
Geometrie identisch. Der Lehrsatz, dafs zwei projectivische Involutionen 
(n — m)ter und mter Ordnung im Allgemeinen n verschiedene Coincidenz- 
elemente ergeben, wenn sie demselben Träger angehören, ist zu dem 
Fundamentalsatz der Algebra äquivalent, dafs jede Gleichung nten Gra- 
des sich in n lineare Factoren auflösen läfst. 

Die Aussage des § 34 b über Involutionsgruppen mit mehrfachen 
Elementen folgt analytisch genommen aus den ersten Regeln der Differen- 
tialrechnung. 

Die Stetigkeitsbetrachtungen, welche in den §§ 35 — 39 enthalten 
sind, finden ihren analytischen Ausdruck in dem einen Satze, dafs mit 
den Coßfficienten einer Gleichung nten Grades die Wurzeln sich stetig 
verändern. 



§§ 181 — 183. Wir wollen nunmehr die Schlüsse von n auf n+l 
analytisch erläutern, mit deren Hülfe wir (§§ 40 — 47) geometrisch er- 
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wiesen haben, dafs eine Involution mit Hülfe aller charakteristischen Rei- 
hen auf andere Gebilde projectivisch bezogen werden kann. 

§ 181. Die Gleichung 
(x—a{)(x—a^) . . . (x—a^^;)—X(x—ß^)(x—ß^) . . . (x—ß^^;) = 1) 

einer Involution (n+i)ter Ordnung entsteht aus der Elimination von im 
zwischen 

(x—a{) . . . (x—a^^^^;) — fM(x—ß{) . . . (x—ß^^^^;) = 

femer aus der Elimination von ju und § zwischen 
(^— «i) • • • (^— «.- J — f (^— ^i) • • • (^— ^«- J 

K^—ßn^m+,) . . . (^— /3,+i) — Kx—a^_^^;) . . . (x—a^.^;) = 

Hier kann man nun zuerst ß eliminiren und bekommt so als äquivalent 
zu 1) das neue Gleichungspaar 

(x—a^) . . . (x—a^^J — §(x—ß{) . . . (x—ß^__J = , 4a) 

K^—ßn^^^,) . . . (x—ß^^;) — e(a;— a,.^^,) . . . (x—a^^;) = . 4b) 

In diesen analytischen Operationen ist das Verfahren des § 41 be- 
schrieben. Die projectivischen Reihenpaare 2 a) und 2 b) dienen zunächst zur 
Definition der Involution. Hierbei sind A^A2 . . . A^_^^^ und ß^Bg • • • -^«-m+i 
vorläufig zwei ganz besondere Bestandtheile der ausgezeichneten Gruppen 
A^A^ . * . A^^^ ^B^B^. , . -ß^+i« Es soll eben im § 41 gezeigt werden, dafs 
innerhalb dieser ausgezeichneten Gruppen wenigstens die ersteren beliebig 
ausgewählt werden können, und dafs auch m innerhalb der Grenzen von 1 
bis n willkürlich ist. Die Gleichung 2 a) wird im Texte mit I bezeichnet, 
und 2 b) geht nach Fixirung von A auf A^ in eine Reihe H^ über, die nun 
mit I eine bestimmte Gruppe der Involution erzeugt. Da nur von n auf 
w + 1 zu schliefsen ist, so kann man für die Involution I alle Erzeugungs- 
weisen des § 32 voraussetzen. Man kann ihre zu M^ , /:>t2 , F3 j • • • gehö- 
renden Gruppen erzeugen durch die Reihe III mit der Gleichung 3 a) und 
durch die Reihen I^ , Ig , I3 , • . . , in deren Gleichungen 3 b) übergeht, 
wenn man die speciellen Annahmen für fx macht. Fixirt man anderer- 
seits ^ auf fi9^2>?39 ^^ erhält man aus 3 b) der Reihe nach die Glei- 
chungen der charakteristischen Reihen I^ ,13 ,13, ... der Involution 1. 
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Dieselben sind zu ihr selbst und zu der Involution ü^ projectivisch. In 

den Coincidenzelementen zwischen 11^ und I^ , Ig , I3 , erhielten wir 

nun die Gruppen der Involution A^_^^^^ . . . ^4^^^ , -^«-m+i • • • -^«+1- ^^^^^ 
Gleichungen liefert 4 b), wenn wir A auf A^ und ß der Reihe nach auf ,a^ , 
M2''^3' ' • • fixi^^^' Die Aufgabe ist also vollständig zu ersetzen durch die 
andere, eine Involution III mit der Gleichung 4a) oder 3 a) zur Coincidenz 
mit einer projectivischen Involution IV^ zu bringen, deren Gleichung 4b) 
für den speciellen Werth A^ liefert. Wenn ^ auf fi5?2 5?3 > • • • fi™* wird, 
so geht 4b) in die Gleichung neuer charakteristischer Reihen IVi,rV2, 
IV3 , . . . Ober, die zu den früheren 11^ , Ilg , IFg . . . projectivisch sind, wel- 
che 2 b) nach Fixirung von ^ auf Mi » M2 > '^a • • • liefert- Damit war dann 
dargethan, dafs unabhängig von der Wahl der Gruppen A^A^ ... ^,_„ 
und B^B^- . - -ß^-TO jödes Reihenpaar von der betrachteten Form zur Er- 
zeugung der Involutionsglieder dienen kann. 

§ 182. Hierauf wird nun im § 43 zunächst gezeigt, wie die n- 
Elemente zu finden sind, die mit irgend einem Elemente C^ zu derselben 
Gruppe der Involution gehören. Analytisch läfst sich dies so erläutern: 
Man bezeichne mit f(x),g(x)jf)(x) ^ . .. ganze Functionen (n — l)ten Gra- 
des, bei denen 1 der Coßfficient des höchsten Gliedes ist. 

Die Gleichung der untersuchten Gruppe CC^C2 der Involution 4 iljilg, 
jBjBj B^f die auf einer Geraden liege, kann dann in die Form gebracht werden 

.. (^— «2)(^— «i)/(^) — \(.^—^2)(,^—^i)9(^) 

^) = (i_A^)(x— 72)(:r— 7i)A(^) = . 

Wenn man von einem Zahlenfactor absieht, ist dieselbe das Resultat der 
Elimination von |w zwischen 

2 a) («2— V2)(^— «i)/(^) — ^^^(^2— '>'2)(^— ^i)5'(^) = 5 

2b) (a^—y^Xx—ß^) — f^(/32— y2)(^— «2) = . 

Für fJL=l erhalten wir aus 2 b) offenbar die Gleichung von Vgi 

3b) («2— y2)(^— ^2) — (^2— V2)(^— «2) = («2— ^2)C^— V2) • 
Da nun das Erzeugnifs der Involutionen 2 a) und 2 b) die durch Cg be- 
stimmte Gruppe der Involution 1) ist, so mufs die zu jtx = 1 gehörende 
Gruppe von 2 a) den Punkt Cg enthalten. Folglich besteht auch die 
Identität 
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(«2— '>'2)(^— «i)/(^) — ^(^2— y2)(^— ^Oö^C^) „ . 

^(x) = ist die Gleichung der Gruppe (S. Jetzt eliminire man aus 2 a) 
und 3 a) (x — ßi)ff(ßOi aus 2 b) und 3 b) (x — a^)^ so erhält man : 

(1— ^)(«2— •y2)(^— «i)/(^) + ^{«2— ^2— ^i(^2— ■y2)}(^— V2)K^) = 0. 4a) 
(1— /x)(a2— y2)(a;— /Bg) +K^2—f^2)(j^—y2) =0. 4b) 

Die Elimination von jn ergiebt, von constanten Factoren abgesehen, die 
Gleichung der untersuchten Gruppe. An die Stelle dieser beiden Glei- 
chungen kann man, wie es im § 43 geschieht, die drei folgenden treten 
lassen : 

{«2—^2—^1(^2—^2)} K^) — ?(«2— V2)/(^) = . 5a) 

(1— m)(^— «1) + /^?(^— V2) = . 5b) 

(1 — m) («2— •^2) (^—^2) + ^ («2—^2X^—^2) = • 5 c) 

Indem man endlich zwischen den beiden letzten Gleichungen fx(x — y^) 
eliminirt, bekommt man 

{«2—^2—^(^2-^2)} K^) — ? («2— •^2)/(^) = . 6a) 

(«2— ^2)(^— «i) — K«2— V2)(^— /^g) = . 6b) 

Die Elimination von ^ aus diesen Gleichungen liefert bis auf einen Zah- 
lenfactor die Gleichung (x — y^)h(x) == der Gruppe CCy Da nun 
^(x) = die Gleichung von 6 ist, so drücken 6 a) und 6b) analytisch 
die Thatsache aus, dafs CC^ eine Gruppe der Involution AA^^(§,B2 ist. 
Dieselben zeigen auch, dafs bei der Erzeugung von CC^ den Gruppen 
6 und A (mit der Gleichung f(x) = 0) die Elemente A^ und B2 
zugeordnet werden. Im § 43 wurde bewiesen, dafs der B^ enthalten- 
den Gruppe 35 von A , fö der Punkt C^ zugeordnet wird, der mit Cg ein 
Paar der Involution ^jilgjjBjjBg hildet. Wir wollen dasselbe analytisch 
zeigen. Das Paar C^ Cg ist das Erzp ugnifs zweier specieller Reihen 5 b) 
und 5 c), und zwar mufs, da in allen Reihenpaaren 5 b) und 5 c) A^ und 
B2 sich entsprechen (für |u = 0), in diesem besonderen Falle B^A2 ein 
Paar entsprechender Punkte sein. Alsdann erhalten wir aus 5 b) und 5 c) 
zwei Reihen 

X — «1 — k(x — /3j) = , (x — ß^) — ^k(x — «2) = , 

deren Erzeugnifs wirklich ein Paar der Involution A^ A^ , B^B^ ist. 
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Der Punkt A^ oder a^ gehört dem Parameter ju s= oo in 5 c) zu, 
oder es ist für ihn -^^ = — i. Da diesem Punkte ß^ entsprechen 
soll, so erhält man aus 5 b) 

(^1—^2)? = ^1— «1- 
Der besondere Punkt C[ von 6 b) wird daher aus 

7) (/3,-y2)(a2-/32)(a;-ai)-(öi-«i)(«2-y2)(^-^2) = 

bestimmt; ihm entspricht eine Gruppe mit der Gleichung 

Sie enthält den Punkt B^ mit dem Theilverhältnifs ß^. Denn das Er- 
zeugnifs der projecti vischen Gebilde 

9a) (/3i— Vg) {a^— 72— ^(/32— Vg)} ¥^) — ^(ßi—<^i)(('2—y2)f(^) = 0, 
9b) (ß^—y^)(x—a^) _o-(/3i— ap(a;— yg) =0 

hat die Gleichung 

10) {ug— 72— AiCßg— V2)} (^— y2)K^) — («2— V2)(^— «i)/(^) = , 

ist also wegen 3a) mit BB^ identisch; für (r= 1 geht nun 9b) in die 
Gleichung für B^ über. Es mufs folglich auch die Gleichung 8), in die 
9 a) für er == 1 sich verwandelt, die Wurzel /3 ^ besitzen. Es wird C^ wirk- 
lich der Gruppe 35 zugewiesen. 

§ 183. In den §§ 44 und 45 wird nun gezeigt, dafs die beiden 
Involutionen AA^A^^BB^B^ und il^l^Ag »CCj^Cg identisch sind, wenn 
CC^C^ irgend eine Gruppe der ersteren Involution ist. Dieser Beweis 
knüpft an folgende specielle Thatsache an. Bei der Erzeugungsweise 

müssen einer festen Gruppe der ersteren Involution vier Elemente A^ , 
^2 » ^2 5 ^2 zugeordnet werden , danyt die durch A^^B^^ G^ und Dg be- 
stimmten Gruppen der Involution AA^A^^ BB^B^ entstehen. Ferner seien 
ilg , Xg , Cg , Z^ die Elemente, die bei der Erzeugungsweise 

der Involution AA^A^^CG^C^ irgend einer Gruppe der Involution nter 
Ordnung zugeordnet werden müssen, damit die durch ^2 5 ^2 ' ^2 "^^ -^2 
bestimmten Gruppen dieser Involution (ri + 1) ter Ordnung entstehen. 
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Es handelt sich dann nur darum, zu zeigen, dafs 

ist. Wenn diese Beziehung allgemein gilt, so gehören alle Elemente, die 
eine Gruppe von ilil^ilg , ßÄ^ß^ bilden, auch zu einer Gruppe von 
AA^A^^CC^C^; mit ihr ist also zugleich die Identität beider Involutionen 
nachgewiesen. 

Die Reihe projectivischer Beziehungen des § 44 stellt sich analy- 
tisch in der Form einer Reihe von Doppelverhältnifs - Gleichungen dar. 
Für das erste Doppelverhältnifs (il2jB2^2^i)' ^^® ^^^ erhalten, wofern 
wir die feste Gruppe von A A^ , BB^ mit (5 Cg zusammenfallen lassen, 
brauchten wir die Gleichungen 

dA^B^Z.D^) = (BB, , AA, , ©C^ , SDD^), 1) 

(AA,,BB^,(&C^,^D^) = {A,B^C,E^), 2) 

(46352)") ^(C^A^E^D^). 3) 

In dem linken Doppelverhältnifs von 3) bedeuteten 33 und SD" die durch 
B^ und Dg bestimmten Gruppen der Involution A , (5. Für die Involu- 
tion nter Ordnung AA^^iS^C^ haben wir nach den Voraussetzungen unseres 
Inductionsschlusses alle Erzeugungsweisen der besprochenen Art (§ 180) 
vorauszusetzen; wir können also ihre Gruppen aus den Reihenpaaren 

entstehen lassen. Da der B^ enthaltenden Gruppe 33 A^^C^^B^ und 
das aus 3) ermittelte Element ^^ zugeordnet werden müssen, dsnait AA^^ 
©Cg ,-ßßi , 35D2 entstehen, so ist dann auch 2) als richtig angenommen. 
Aus 1) erhält man durch Multiplication mit (A^ B^ G^ Z{) die 
Gleichung 

(A^B^C^Z^XBB^ , AA, , ©C^ , ^D^) = (A^B^C^Z,)(A^B^Z^D^) 

= (A^B^C^D^) 
oder 

(A,B^C^Z,) = (A,B,C^D,)(AA,,BB, , (SC^ , S)D,). 4) 

Andererseits kann man 2) auf die Formen bringen 

(AA^,BB^,(§.C^,^D^) = 1 — (A^C^B^E^t , 

i—(AA,,BB,,(^C^,^D^) = (A^C^B,E{), 

und hieraus folgt in Verbindung mit 3) 

Math. Abh, nicht zur Äkad, gehör, Gelehrter. 1887. I. 32 
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5) (46232)") : [i—{AA^ , BB^ , ©C^ , S)/)^)} = (G^A^B^D^) . 

Wenn man nun das Doppelverhältnifs (ilil^ , 55^ ^ßCg , 2)i)2) zwischen 
4) und 5) eliminirt, so bekommt man 

oder 

Zu den drei Gleichungen 1), 2) und 3) ist also analytisch genommen 
die Thatsache äquivalent, dafs (^12^2^^1)9 ^^^ erste der betrachteten 
Doppelverhältnisse, eine ganze lineare Function von (^463335") ist, in deren 
Ooöfficienten nur die bekannten Theilverhältnisse «15^2 >^i'^2 »'y2?^2 ^^^ 
Elemente il^j^lg j-^i?^2 » ^2 '^2 auftreten. 

Für das zweite Doppelverhältnifs (^igCg 52-^2) brauchten wir eben- 
falls eine Reihe von Doppelverhältnils- Gleichungen. 

7) (CG, , AA, , (Sß2 . 2)'i)2) = (^2^2^2^2) • 

Wir kannten das Glied (5-02 der Involution CC^^AA^ und wnfsten, dafs 
demselben A^jB^ und C2 zugeordnet werden mufsten, damit die zu 
A^^B^^C^ gehörenden Gruppen der Involution AA^A^^CG^G^ entstan- 
den. Der Gruppe fö^Bg ^i^fste das aus 7) entnommene Element Z^ zu- 
geordnet werden, wenn das D2 enthaltende Glied entstehen sollte. Da 
nur von n auf n + l geschlossen werden sollte, gilt für die Involution 
linker Hand die Erzeugungsweise 

£x, , Vi/ , • • • "^2 ' 1 5 • • • 5 

und zu dem Wurfe {AA^^GG^^(§,B^, 35' D2) ist der Wurf der Elemente 
projectivisch , die 33 zugeordnet werden müssen, damit ^1^4^ , CC^ , 6^2 > 
35'-D2 entstehen. Das war für CG^ das Element C{, das aus der Gleichung 

entspringt; für ^^D^ das aus der Beziehung 

9) (.46332)") = {B^A.F^D^) 

entnommene Element F^. Es ist also dann 

10) (4Ai,CC,,652,$D'Z)2) = {A^C[B^F,). 

Indem man 7) mit (-42^2^2-^2) inultiplicirt, erhält man 
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= {A^C^B^D^), 
oder 

{A^C^B^Z^) = iA^C^B^D^)iAAy , CC^ , (§.B^ , ©'D^) . 11) 

10) nimmt die Formen an 

{AA^ , CC^ , e^a , 2)' 2)2) = 1 — (A^B^ C[F^ , 
i-{AA^ , CC, , ©Äg , ®'Z)2) = {A^B^C[F,) , 12) 

und diese Beziehung ergiebt in Verbindung mit 9) die Gleichung 

Mit ihrer Hülfe geht 11) über in 

iA,C,B,Z,) = ^A,C,B,D,)[i-^^^. 14) 

Die Gleichung des Elementes C[ hatten wir schon abgeleitet (§ 182, 7). 
Sie lautete: 

(/3i-V2)(«2-'Q2)(«-«i) - (^i-«i)(«2-V2)(a;-/33) = . 



Also ist 



(B.4.c;z)^ = fe-?.-S^-Ö.> 



und wir erhalten schliefslich 

In den beiden Gleichungen 15) und 6) 

liegt der Inhalt des § 44 ausgesprochen. Der zu beweisende Satz ist, 
dafjs Z^ und Z^ zusammenfallen, oder dafs 

ist. Es würde diese Thatsache aus den entwickelten Formeln sich 
ergeben, aber man kann sie auch indirect ableiten. So lange man 
Ay^A^^B^^B^^G^^D^ festhält, hängt der zu ei-weisende Satz nicht von 
der besonderen Natur der Gruppen ^4 , 35 , (5 , SD" ab , sondern nur von 
dem Zahlenwerth ihres Doppelverhältnisses. Setzt man daher 

iA^B^%D^) = (^3362)"), 

32* 
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und ist BqB^ ein Paar der Involution ^o-^i » ®o^25 ®^ g^^^gt es vollstän- 
dig den Satz für die Involution A^A^A^^B^B^B^ zu erweisen, weil nur 
in 15) und 6) für (^16352)") die gleiche, aber anders bezeichnete Zahl 
{Aq(§,qB^D^ eintritt. Indem dann noch im § 45 Aq mit B^ zusammen- 
fällt, wird der Satz auf den entsprechenden für die Involution zweiter 
Ordnung A^A^^B^B^ zurückgeführt, der vorher (§§ 24 — 26) auf ganz 
andere Weise bewiesen war. 

Aus der mehrmaligen Anwendung der §§ 40 — 45 folgte dann, dafs 
die Involution durch irgend zwei ihrer Gruppen, EE^E^ und FF^F^^ in 
der bezeichneten Weise bestimmt und zu allen ihren charakteristischen 
Reihen projectivisch gesetzt werden kann. 

§ 184. In den §§ 48 — 56 werden die singulären Gruppen der In- 
volutionen behandelt. 

Die Involutionen mit einem (n + 1) fachem Element D^ werden 
zuerst untersucht; wenn D^ irgend ein zweites Element des Trägers ist, 
und die anderen Elemente desselben durch ihre Theilverhältnisse bezü^:- 
lieh Dj und Dg bestimmt sind, so hat die Involution die Gleichung 

1) a;»+i_A(a;— a^)(a;— ttg) . . . (o;— a^^^) = . 

Jetzt werden zwei projectivische Gebilde auf dem Träger angenommen, 
die i)i und D^ entsprechend gemeinsam haben, so dafs für irgend zwei 
entsprechende Elemente die Gleichung gilt 

Aus jeder Gruppe entsteht dann eine andere, aus der Involution eine zu 
ihr projectivische 

2) a;-+i_A(a;— ai(i + i))(a;— a2(n-<J)) . . . (a;— a.^^l + i)) = ; 

wirklich liefert die Substitution von x = y und x = y(l + &) in die Glei- 
chungen 1) und 2) die wesentlich identischen Resultate 

(1 -f- *)-^» {•y"^^-A(y-ai)(y-a2) . . . (y-a,^,)] = . 
Nun subtrahire man die beiden Gleichungen 1) und 2), so bekommt man 

3) (^— «i(i -H <5))(^— «2(1 + '^)) . • . (^-««+1(1 -H *)) 
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Dies ist eine Gleichung nten Grades, von der für den InductionsschluTs 
vorausgesetzt werden mufs, dafs sie n Wurzeln besitzt. Zugleich bildet 
aber auch die Gruppe 3) augenscheinlich mit dem Element D2 oder a: = cx^ 
ein Glied der Involution aus irgend zwei homologen Gruppen von 1) 
und 2). Die Gleichung geht nun an der Grenze, für verschwindendes ä, 
über in 

«l(^— «2)(^— «3) • • • (^ — «« + l) + «2(^— «3) • • • (^— «n+i)(^— «1) 4) 

in die bekannte Gleichung der Elemente, die in Gruppen der Involution 
mehrfach enthalten sind. 

Die Gruppe 4) gestattet folgende Darstellung 

= (X—a^) {«2 (^ — «3) • • • (^— «n+l) + • • • «n+i(^ — «2) • • • (^— «n)} &) 

+ a^(x—a^Xx—a^ . . . (x— a,^,) = (x—a^).. . (x— a.^j)|^^ + ^ ^j, 
und darnach folgende projectivische Erzeugung 

(x-a2)...(z-a.,,){g^-<r^} = 0, 6a) 

a^(x — ag) + (r(x — a^) = . 6b) 

Für 0" = erhalten wir in 6 a) die Gruppe 2) der Doppelelemente von 
D^^AA^; dieser Gruppe wird also ^g zugeordnet. Für o- = oo erhalten 
wir A und Aj^ als entsprechende Gebilde, Wenn wir nunmehr o- == jc^ 
setzen, so erhalten wir in 6 a) eine Form mit dem Factor (x — ag), also 
die Gleichung der Gruppe 6 der Involution ^1 , 35; zugeordnet wird ihr 
das Element 

«i(^— «2) + «2(^—^1) = , 7) 

also das zweite Doppelelement 6^ der Involution Dl^A^A^. Durch diese 

projecti vischen Gebilde 

A^& .- . Ä A^A-^^^. . • 

wird auch im geometrischen Sinne (§ 54) die Gruppe der Doppelelemente 
bestimmt. Wir gelangen zu der soeben wieder beschriebenen Erzeugung, 
indem wir die im § 182 auch analytisch bestätigte Methode zur Auffin- 
dung der durch Dg bestimmten Gruppe der Involution 3) benutzen und 
die erhaltenen projecti vischen GebUde einen Grenzübergang machen lassen. 



254 E. K ö T T E E : Grundzüge einer 

Hat die Involution (?i+l)ter Ordnung Dg ^um (n+l) fachen 
Element, so lautet ihre Gleichung: 

Die Gleichung ihrer Doppelelemente ist dann: 

9) (^—«2) • • • (^—««+1) + Q^—H) • • • (^— ««+i)(«— «1) + • • • 



f»i 



§ 185. Die allgemeine Involution (n+ l)ter Ordnung kann hoch* 
stens 2n Doppelelemente besitzen. 

Wir betrachten die beiden projectivischen Involutionen 

la) (x—a^)(x—a^) . . . (x—a^^;) — X(x—ß^(x—ß^) . . . (x—ß,^;) = 0, 



Ib) (^-«1(1 + <^) . • . {x-a,^,(l 4- Ä)) 

— A(a;— /3i(i + *)) . . , {x—ß,^,(i + i)) = . 

Hierin sollen x;a^ja^^... a^^^ ; /^^jög , . . . ß^^^ wieder die Theilverhfiltnisse 
der Elemente X^A^^A^ , . - . A^^^ ; B^^B^ , . . • B^^^ hinsichtlich D^ und Dg 
bezeichnen. Elemente, die zwei homologen Gruppen angehören, sind aus 
der Gleichung 

2) (x-a,) . . . (x-a^^X^-ß^(l + S))... (x-ß^,,(l 4. ä)) 
- (x—ß,) . . . (x-ß,^;)ix—a,(l + (S)) . . . {x-a^^X^ + ^) = 

zu entnehmen. 

Ist x = y(l'h^) eine Wurzel von 2), so gehören die Elemente 
mit den beiden Theilverhältnissen 7 und 7-(l + ^) derselben Gruppe der 
Involution 1 a) an. Von 2) kann man den Factor ^ ablösen. Ihre Wur- 
zeln geben an der Grenze diejenigen Elemente an, die in ihren Involu- 
tionsgruppen mehrfach auftreten. Nach den Voraussetzungen unserer In- 
ductionsschlüsse können wir nicht behaupten, dafs solche Wurzeln vor- 
handen sind, aber analytisch kann gezeigt werden, dafs unsere Gleichung 
höchstens 2 (n + 1) Wurzeln besitzt. Da in der Gleichung kein constan- 
tes Glied auftritt, und dieselbe in Wirklichkeit nur bis zum (2nH-l)ten 
Grade ansteigt, so kennen wir 2 Wurzeln, und 00, derselben von vorne 
herein; unserer Aufgabe genügen höchstens 2n Elemente. 
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Die Gleichung 2) können wir, abgesehen von einem constanten 
Factor, auf die Form bringen 

{(a:-ai(i-f.*))...(a:-a,^,(i+*))-(H-i)--'(a;-ai)...(x-«.,,)} 3) 
{(x-ß.il + &))... {x-ß,,,(i + ^)) - (x-ß,) . . . (x-ß,,>>] 

-{(x-ß,(i + »))...(x-ß,,,ii + ^))-(l+l>r-\x-ß,)..,(x-ß,,,)] 

{(^—«1(1 H- ^) • • ' (a;— a»+i(i + ^)) — (^—«1) . . • (a;— ««+1)} . 

Die neue Gleichung unterscheidet sich von der alten nur um den Fac- 
tor (l-f-^""^* — 1. Nachdem man durch ^^ (Jividirt und den offenbar 
auftretenden Factor x abgelöst hat, erhält man an der Grenze bei ver- 
schwindendem ^ die Gleichung aller Doppelelemente in der Form 

(x—a^) . . . (x—a^+X^—ß^) . . . (x—ß,^;) X 4) 

f2— -•2-%--2A-•2-^l=o• 
Dieselbe ist das Resultat der Elimination von ß zwischen 

f ^ 1 ^ „ 1 

(x-ai)...(«-a.^,)Jj^^^-^ — mX^J = 0, 5a) 



.«+1 , «+1 



(^-^1) • • • (^-^«..) {2 ^^ - ^ X^} = . 5b) 

För /x = werden einander zugeordnet die Gruppen X^X' und T^Y' der 
Doppelemente der Involutionen AA^A^^D^'^^ und BB^B^^Dl^^ (§ 184, 9). 
Für jLt = oo entsprechen sich die Gruppen ZgZ" und Y^T* der Doppel- 
elemente der Involutionen AA^A^.Dl^"^ und BB^B^.Dl^'^ (§ 184, 4). Wir 
verbinden nun mit beiden Gleichungen 5a) und 5 b) die eine Gleichung 

1 — fx»x= . 6) 

Die Involution 5 a) erzeugt mit dem einförmigen Gebilde 6) eine Gruppe 
mit der Gleichung 

^«+1 n+l ^ 

= (^— «l)(^— «2) • • • (^—««+1) = , 

also AAyA^* Ebenso erzeugen 5b) und 6) die Gruppe BB^B^. Man 
kann also die beiden Gruppen AA^A^^BB-^B^ durch die Reihenpaare 

Xi X , X^X , X^X , . . . A D^ 5 D^ , 1)3 , . . . 7a) 
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und 

7b) Y,r , Y,Y\ Y^Y'" , . . . Ä 1)2,2)1,2)3,... 

erzeugen, und es sind dann alle Doppelelemente sicherlich den beiden pro- 
jectivischen Reihen 

gemeinsam. 

Gerade als Coincidenzelemente dieses speciellen Reihenpaares stellten 
sich aber auch auf geometrischem Wege alle etwa vorhandenen Doppel- 
elemente heraus (§ 55). 

Dafs die beiden projectivischen Reihen 1 a) und 1 b) neben D^ und 
Dg noch höchstens 2n andere Coincidenzelemente besitzen konnten, erhielten 
wir (§ 50) als einen Specialfall der Thatsache, dafs ein bestimmtes Reihenpaar 

AA^^A^ , BB^B^ > • . . A Bf B^Bij^ , A A^^A^ j • • . 

sich finden lassen mufste, welches alle Coincidenzelemente der beiden gege- 
benen Reihen 

AA^A^ , BB^B^ , . . . Ä BB[B^ . A! A[A'^ , . . . 

besitzt (§ 49); wenn A^ ein Coincidenzelement der beiden Reihen zweiter 
Art war, so zerfiel die erste Involution des ersten Paares in ein festes 
Element A^ und in eine projectivische Involution nter Ordnung. 

Der analytische Ausdruck hierfür ist, dafs alle Coincidenzelemente 
einer Gleichung 2(w-f-i)ten Grades von der Form 

/(^)/l(^)(^ — «l)(^— «0(^— «2)(^— «2) 

genügen, die bei Vertausch ung von a^ und a^ sich nicht ändert. Dies 
wird nun speciell auf die beiden Reihen la) und Ib) wiederholt ange- 
wendet. Es ergiebt sich, dafs ihre Coincidenzelemente auch zwei Rei- 
hen mit Gleichungen von der Form 

(^—«1) • . • (^—«»..1) — ^(^—«1(1 + *)).-. (^—««+1(1 + *)) = 

{x-ß,) . . . (x-ß^,;) - e,.{x-ß,(l + *)) . • • (^-ß«.ia + *)) = 

gemeinsam sind. Analytisch steht fest, dafs e = l ist; in unserer rein 
geometrischen Überlegung (§ 55) werden diese Reihen dadurch fixirt, 
dafs wir D^ und Dg als Coincidenzelemente von vorne herein kennen. 
Indem wir jede Involution von den Gruppen aus erzeugen, die durch 
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diese Elemente bestimmt werden, kommen wir zu einem Reihenpaar, das 
an der Grenze- in die projectivischen Involutionen 5a) und 5b) nter 
Ordnung übergeht. 

§ 186. In den §§ 57 — 64 wird bewiesen, dafs eine Involution nter 
Ordnung mit einem projectivischen einförmigen Gebilde desselben Trägers 
im Allgemeinen n + l von einander verschiedene Elemente gemeinsam hat. 

Es genügt, diese Thatsache an dem Beispiel der auf der Abscisse 
gelegenen Punktinvolutionen zu erweisen. Wird jeder Punkt y = , 
a?= a + 6^ durch den reellen Punkt X mit den Coordinaten a,6 reprä- 
sentirt, so haben wir eine specielle (l , n)- Beziehung zweier in einander 
liegender Ebenen zu betrachten und die entsprechend gemeinsamen Punkte 
beider festzustellen. Dieselben Repräsentationsebenen gehören, geometrisch 
genommen, einer Strahleninvolution und einem projectivischen Strahlbüschel 
zu, die einen der beiden Ereispunkte zum gemeinsamen Centrum haben. 

Wenn die Gruppe als das Erzeugnifs der beiden Reihen 

(x—a^)(x—a^ . . . (x—a^^;) — K^—ß^)(x—ß^) . . . (x—ß^^^) = 0, 1 a) 
ix(x—ß^) —X(x—a^) =0 Ib) 

definirt ist, so gehört sie der Involution (n+l)ter Ordnung 

(x — a{)(^X—a^) . . . (x—a^^;) — f^(x—ß^)(x—ß^) . . . (x—ß^^^) = 2) 

an, Sie verändert sich projectivisch zu dem Gliede 

lJi(x—ß{) — \(x—a{) = , 3) 

das einem festen, zu \ gehörigen Gliede der Involution la) zugeordnet 
wird. Wir beziehen die Involution projectivisch auf eine andere Punkt- 
reihe 

K^—ßo) -vC^— «o) = . 4) 

Jetzt bezeichnen wii* mit r^^r^^ . . . r^^^ die Entfernungen des Punktes X von 
den Punkten A^^^A^^,., -4„+i, die die Punkte «i , «2 > • • • ^n+i repräsen- 
tiren, mit r[^r!^^ . . . r^^^ die Entfernungen des Punktes X von B^^B^, . . . B^. 
Ebenso seien r und / die Entfernungen des Repräsentanten X' von xf von 
Aq und jBq, die «q und ß^ repräsentiren. Andererseits bezeichne man mit ^^ 
den Winkel, um welchen man in einem bestimmt gewählten Sinne einen Halb- 
strahl um A. drehen mufs, damit er aus dem Parallelismus zur positiven 

Math, ÄbL nicht zur Akad, gehör. Gelehrter. 1887, L 33 
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lüchtung der x Axe in die Linie A^X gelange. Den Winkeln ^j,^ und tff 
verleihe man die analoge Bedeutung fQr B^^A^ und B^. Alsdann wird 

5) ^ = ^{cos (<^— <^') + iBin (<^— ^^O} • 

Die Gleichung der Gruppe 2) nimmt die Form an: 

'i'l • ' • ' n+1 l 

+ i sin (<^i H <p^^^ — <p[ <^n'+i) j • 

Läfst man nun den Punkt X' irgend einen Kreis durchlaufen, so erhält 
man als Ort für die gesuchte Gruppe eine Kette der Involutionsebene. 
Setzt man 

7) <p—if>' = c^^ 

so beschreibt -X' einen Kreisbogen, der durch A^ und B^ begrenzt wird» 
Dann erhält man eine entsprechende Halbkette mit der Gleichung: 

7a) <Pi + <p2^ ^«+1 — ^1 — ^2 ^«+1 = öo + 2m'T. 

Der entgegengesetzte Kreisbogen zu 7) kann durch 

8) <p — (^' = Co + TT , 

die entsprechende Halbkette durch 

8a) <^^ + (^2 + . , . ^^^^—^l—^:^—^;^^^ = c^; + (2m' + 1)t 

dargestellt werden; w! ist in 7a) und 8a) eine willkürliche ganze Zahl* 
Andererseits erhalten wir für die Gleichungen 1 a) und 1 b) die be- 
sonderen Formen: 

+ t sin (^g + ^sH ^n+i — ^2 — ^3 ^»+i)j = ^» 

9b) ^ {cos (<p[—<t>^ + i sin (<^;— <^i)} = ^ • 

Nun setze man 
10a) A = ^(cos T + 1 sin r) , 10b) i^ = ?o (f^^^ /3 + 1 sin /3) , 

dann bekommt man offenbar aus 9 a) und 9 b) 
IIa) (^gH <^,+j — <^2 0j+i = T+2m'T , IIb) (p[ — <^i = t — ß. 

Für irgend einen constanten Werth von r durchläuft der Punkt X in IIb) 
einen Kreisbogen B^^A^^ und IIa) ist die Gleichung der entsprechenden 
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Halbkette der Involutioasebene 1 a). Mit veränderlichem r wird jedem 
Kreisbogen IIb) eine bestimmte Halbkette IIa) zugeordnet. Der Punkt 
Aj^ bestimmt s^n A^,A^y. ..A^_^^AJ^_^_^^ , . . A^_^_^yB2yB^^ . . . B^^^ specielle 

Winkel ^2 > ^3 > • • • ^*-i > ^*+i » • • • ^«+1 5 ^2 ^ ^35 • • • ^«+1; die Summe der- 
selben sei x^. Alsdann erhält man die Richtungen der Halbtangenten von 

IIa) in den Punkten A^^A^,... A^^^ aus den Gleichungen 

^2 + %2 = '^ — ^ > ^3 + X3 = 'T— ^ 5 • • • ^«+1 + %n+i = '^— ^ • 12) 

Analog bezeichne man mit %^' den speciellen Winkelwerth ^2 "^^ ^3 "^^ ' ' * 

<p^+i — ^2 '•^t-i — ^i+i • ^n+i ^^^ ^*5 dann sind offenbar die 

Winkel, welche die Tangenten in -ßg j ^3 » • • • -^«+1 bestimmen, aus den 
Gleichungen 

%2— ^2 = -^— ^ ; %3— <?>3=^— ^;---X:+i — </>n..l=^— /3 13) 

ZU entnehmen. Hieraus geht hervor, dafs die beweglichen Tangenten in 
A^^A^^..* A^^^ sich mit derselben Winkelgeschwindigkeit r um die bezüg- 
lichen Punkte drehen, die in B2jB^^...B^^^ abei* in entgegengesetzter Rich- 
tung sich gleichmäfsig bewegen. Von den Tangenten des Kreisbogens IIb) 
schreitet die eine in B^ in der positiven constanten Richtung, die andere 
in A^ in der entgegengesetzten Richtung vorwärts. Die Elimination von 
T aus IIa) und IIb) ergiebt die Gleichung 7 a) der zu betrachtenden Halb- 
kette; dieselbe wird also erzeugt durch die Halbkettenbüschel IIa) und 
IIb). Nun wird vorausgesetzt, dafs jede Gleichung nten Grades (§ 32) 
n Wurzeln besitzt, und ferner, dafs dieselben sich mit den Coßfficienten 
der Gleichung stetig ändern (§ 39). Dann mufs jede Halbkette IIa) aus 

n Ranken bestehen, welche die Punkte ^125^35 ••• ^n+i ^^^ ^^^ Punkten 
B^^B^^ . . . ß^+i verbinden. Jedem Punkte eines Kreisbogens B^^A^ ent- 
sprechen nämlich n verschiedene Punkte der Halbkette. Für die Anfangs- 
lage fallen dieselben mit ^42,-43, ... -4«+i, für die Endlage dagegen mit 
B^^B^y . . . J5^^j zusammen; für die Zwischenlagen aber verändert sich 
die Gruppe stetig. 

Die Halbkette (ri + 1) ter Ordnung wird alsdann (§ 59) auf ihre 
Stetigkeit untersucht, nachdem zuvor festgesetzt ist, dafs keiner der höch- 
stens 2n singulären Punkte der Ebene auf ihr liegen soll. Alsdann mufs 
jeder Punkt P derselben einem einzelnen unverzweigten Zuge angehören. 
Die auseinander gesetzte Erzeugungsweise der Halbkette (n + 1) ter Ord- 

33* 
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nung kann verschiedentlich abgeändert werden. Für B^ und A^ kön- 
nen zwei beliebige Punkte B.^ und A^ eintreten. Bei jeder Erzeugungs- 
weise entspricht dem Kreisbogen B^ ^D^'^^i ^^^^ bestimmte Halbkette 
nter Ordnung il^il*, -Dg, 5,j-ß'. Hat nun die letztere \nD^ einen Doppel- 
punkt, oder berührt sie den Kreisbogen, so zeigt auch die unter- 
suchte Halbkette (n + l) ter Ordnung dieselbe Tangente in Z^g, wie B^ , 

Dg,^!,.^. Tritt nun dieser besondere Umstand für zwei verschiedene Halb- 
ketten B.yD^^A.^ und Bj^^^D^'^Aj^ ein, die sich in D^ nicht berühren, 

so mufs die Halbkette (n + l)ter Ordnung, da sie in Dg sich zwei ver- 
schiedenen Kreisbögen anschmiegen müfste, sich hier nothwendig ver- 
zweigen. Eine solche Verzweigung kann aber nur dann eintreten, wenn 
Dg in seiner Gruppe der Involution (n + l)ter Ordnung naehrfach zählt. 
Die Ergänzungsgruppe DDp welche in AA^A^^BB^B^ zu Dg ge- 
hört, ist ein Glied von AA^^^B^^ wo 2) Dg zu AA^^BB^ gehört. Die 
Kette ^ilg , 2) ^1 ,DDi des Involutionsfeldes ^4^4^, DD^ ergiebt sich als 
Erzeugnifs zweier KettenbOschel AAc^^^D^ und B^^D^\ in ihnen ent^ 
sprechen die Ketten AA^ , ®Dg , BB^ und B^^D^^ A^ einander. Mit Bei- 
behaltung der früheren Bezeichnungsweise nennen wir noch rg , . . . r'^^^ 
die Entfernungen eines Punktes X von Dg und den Punkten der Gruppe SD- 
Ferner sollen <^2 , . . . c/)^'^j die zu <^i , ^g , . - . analogen Winkel sein, die 
dem Punkte Dg und denen von 3) zugehören. Alsdann haben wir zwei 
Kettenbüschel mit den Gleichungen 

14a) (^2 + </>3 H </>^^^ — (<;f>;' + <p3 H 0'^^^) = <r — m'TT , 

14b) ip[ — ^2 = 0- — £ — n'TT 

zu verbinden. Die Elimination von er ergiebt das Resultat: 

15) ^g + 03 H <P^^^ — (</>i + 03 H ^n+i) = « + (n!—w!)Tr . 

14 a) und 14 b) erzeugen also eine ganz bestimmte Kette der Involutions- 
ebene AA^i^By Enthält die neue Halbkette den Punkt Dg, so mufs 
für die ihm zugehörigen Werthe %g , X3 , . . . x^^^ ; Xg , %3 , . . . %Ui ^^^ 
Winkel (f>^^ die Beziehung bestehen 
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%2 + %3H %«+i — (%2 -i-Xa H O = ß + (n'— m^TT. 16) 

Die beiden Halbtangenten von 14 a) in Dg bestimmen mit der positiven 
Richtung der x Axe die Winkel 

72 = ^— {X2+%3H %„+i — %3 %n+i}— ^"^- 17) 

Die Halbtangenten in Dg von 14b) bestimmen die Winkel 

Ä^' = CT — e + xg'— n"7r. 18) 

Hieraus folgt aber mit Rücksicht auf 16) 

V2 — *2 = ^0^- 19) 

Es berühren sich mithin irgend zwei entsprechende Halbketten 14 a) und 
14b), wenn die Gleichung 16) besteht. Umgekehrt, wenn dies auch nur 
bei AA^j^D^^BB^ und B^^D^, A^ eintriflft, so enthält die Kette 
AA^ , DD^ , ^B^ den Punkt Dg. Würde nun noch B,^ , Dg , il^ von der 

entsprechenden Halbkette -4 ilg > ^' -^2 ' ^* A-, herührt , so enthielte noch 
die zweite Kette A^g , 2)'^,^ , DD^ den Punkt Dg- Da beide Ketten 

aufser AA^ nur noch genau eine Gruppe gemeinsam haben, so mufs dann 
Dg in DDj vorkommen. Enthält also die untersuchte Halbkette il il^ Ag , 
BByB^ keine der singulären Gruppen, so kann A^ aus der zweiten Gruppe 
so gewählt werden, dafs il^ , Dg , jB^ und AA2,D2,BB2 sich nicht be- 
rühren, und dafs auch die letztere Ourve Dg nicht zum Doppelpunkte 
hat. Aus diesem Satze wird gefolgert, dafs die Halbkette überall unver- 
zweigt ist und mit n+ 1 Zügen die 2(n-f- 1) Punkte A.^Bj^ verbindet- 

Im zweiten Theile des Beweises wird (§§ 61 und 62) gezeigt, dafs 
jede der 7i + i Ranken einen der Punkte A. mit einem der Punkte B^ 
verbinden mufs. 

Hiermit war der Haupttheil des Beweises geliefert. Es war nun leicht 
zu zeigen, dafs auf jedem einzelnen Zuge A^B^ ein Punkt der gesuchten 

Gruppe lag. Der analytische Inhalt des angewendeten Schlusses ist der: 
Die Gröfse ^] ^'"^^^-^^ ändert sich von bis + oo, während der Punkt 

X den Zug A^^B^^ durchläuft; einmal wenigstens nimmt also der Quotient 

den vorgeschriebenen Werth f^ (6 und 10 b) an. Da die untersuchte Gruppe 
höchstens n + l Punkte enthalten kann, so findet sich eben genau ein 



262 E. Kötter: Grundzüge einer 

Punkt derselben auf jedem Zweige der Halbkette, und dieselbe bestellt 
nur aus diesen n + 1 ZQgen. 

Zur Vervollständigung des Beweises sind noch Erörterungen über 
das Involutionsfeld (n + 1) ter Ordnung und Stetigkeitsbetrachtungen nö- 
thig, welche zusammengenommen den Satz enthalten, dafs mit den CoSf- 
ficienten die Wurzeln einer Gleichung sich stetig ändern. Dies wird in 
den §§ 65 — 70 geleistet. 

§187. Im §73 wird geometrisch die Existenz von Schaaren pro- 
jectivischer Involutionen dargethan. 
Die Gleichung 

1) w -+- A V •+• jt>t(jLtj H- Avj) = 

stellt, wenn u^u^^v^v^ ganze Functionen nten Grades eines TheUverhält- 
nisses sind, für jeden Werth ju^ von m eine bestimmte Involution 

la) t^ + fx^u^ -+- X(v + /XqVj) = 



dar. Irgend zwei dieser projecti vischen Involutionen besitzen eine und 
dieselbe Gruppe 

2) uv^ — vu^ = 

von 2w Ooincidenzelementen. Wir erhalten so eine Schaar projectivischer 
Involutionen. Die ebenfalls zu einander projectivischen Leitinvolutionen 

entstehen, wenn wir A specielle Werthe ertheUen, dagegen jtx veränder- 
lich lassen. 

Verbinden wir eine dritte projecti vische Involution 

4) z^H- Atüj == 

mit allen Involutionen der Schaar 1), so erhalten wir als Coincidenz- 
gruppen die Glieder 

5) uw^ — VW + fJ-iu^Wy — VyW) = 

einer Involution (?iH-m)ter Ordnung, welche zu den Leitinvolutionen 3) 
projectivisch ist (§ 74). 
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Das dritte Capitel der geometrischen Entwickelungen. §§ 188 — 192. 

§ 188. Es seien u^^u^^u^^ . . . u^^^ binäre Formen gleicher Ord- 
nung, zwischen denen keine lineare Gleichung besteht. Alsdann stellt das 
allgemeine lineare System 



das allgemeinste Netz U^U^U^ * > ^U^^^ ^ter Stufe dar. An die Stelle 
der Form 1) können wir die identische 

^1^1 + (^2^2 + ^3^3 H ^M + i^M+i) = 2) 



treten lassen. Hierdurch wird das Netz in die Gesammtheit der Invo- 
lutionen aufgelöst, welche die eine Gruppe U^ mit denen des Netzes 
Ü^U^ > ' • ü ^^^ QjL — l)ter Stufe verbinden. Die Anbringung dieser Klam- 
mem zeigt uns also, dafs 1) unser geometrisches Involutionsnetz juter Stufe 
darstellt (§ 81). Dasselbe kann auch durch Netze ater Stufe eines Netz- 
bQndels ausgefüllt werden. Diese Möglichkeit erhellt ebenfalls aus der 
Anbringung zweier Klammern; wir können nämlich setzen: 



Hier erhalten wir für Special werthe von la+nL+^j - - *K+i ^^ der Klam- 
mer die Gleichung einer bestimmten Gruppe, und das Ganze stellt die 
Gleichung eines Netzes ater Stufe dar, das von dem Netze (a — i)ter Stufe 

h^i H- ^2^2 H L^a = 4) 



ausgeht. Das Netz jütter Stufe wird von allen Netzen ater Stufe ausge- 
füllt, die das Netz 4) mit Gruppen des Netzes 

QjL — a — l)ter Stufe verbinden. Sind 

t^^ == , tig = , . . . < = 6) 

die Gleichungen von irgend a Gruppen U[ ^V^^ . . .Dl des Netzes 1), so 
besteht offenbar die Identität: 
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Das Netz (a — i)ter Stufe, das sich aus den a Gruppen 6) zusammen- 
setzen lälst, besteht also nur aus Gruppen des Netzes 1). Ein solches 
Netz kann noch auf eine zweite Weise definirt werden. Eine Gruppe 

7) m^u^ -f- wigWg H ^M+i^M+i = 

gehört zu demselben, wenn för m^^m^'t . • -^^m+i ^ — ^ ^^^ einander un- 
abhängige Gleichungen von der Form 

8) p^^m^ +p^^m^ H pil'Vim^^, = (i = 1 , 2, . . . ^— a) 



bestehen. Die Auflösung der Gleichungen 8) führt nämlich auf a Glei- 
chungen von der Form 

9) m, = l[rf + /^r« + . . . />(;> ; 0-= 1,2, . . ./^-f- 1) 



es besteht daher, wenn noch 

u<i = r^^\ + r^^u^ H r^'l^u^^^ (A: = l , 2 , . . . a) 

gesetzt wird, wirklich die Identität: 

Zwei Netze ater und ^ter Stufe des Netzes j^tter Stufe haben ein Netz 
(ß + a — jüt)ter Stufe mit einander gemeinsam, wenn a -{- ^ > jit ist. Denn 
für jede gemeinsame Gruppe bestehen erstens die linearen Gleichungen 8), 
zweitens noch die ß anderen 

10) ?fSH-?2XH----9t*li^M^i = . (A = l,2,...^— /3) 

im Ganzen also 2jüt — a — ß lineare Gleichungen; die Gruppen füllen da- 
her, wenn a -{- /3 nicht kleiner als m ist, ein Netz (a^ß — ju)ter Stufe 
aus. Die beiden Netze haben eine Gruppe mit einander gemeinsam, wenn 
a + /3 = |Lt ist. 

Für die Go6fficienten einer Gruppe, die 5 Netzen /^iter, ju^ter, ... 
fx^ter Stufe zugleich angehört, bestehen Sfx — /x^ — jUg /^* lineare homo- 
gene Gleichungen. Dieselben haben mithin ein Netz der Stufe fx^ H-jUg H 

fx^ — (s — i)fJL mit einander gemeinsam, wofern diese Zahl nicht negativ ist. 

Zwei Netze gleicher Stufe können coUinear bezogen werden. Sind 

10a) /i^^i + /2^2 + ---^M+i^M4-i = 0, 10b)miViH-m2V2 + ...m^^,v^^, = 
entsprechende Gruppen, so bestehen jtx + i lineare Gleichungen 
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m, = 4'^/iH-4^/2H ^mVi^.+i = 0. (t = 1 , 2 , 3 , . . . iu+ 1) 11) 

Die (iix H- 1)2 Gröfsen s^^ können bestimmt werden, wenn wir irgend |ix + 2 
Paare entsprechender Gruppen kennen. Sind ?7i , F^ ; tT^ , ^2 5 • • • ^^+i ? 
F^^j homologe Paare, so nehmen die Gleichungen entsprechender Grup- 
pen die Formen an: 

?iWiH-^2^2H ^M+i^MH-i = 0, 12a) 

^1^1 + ^2^2 H ^u+i^u+i = . 12b) 

In den Formen w^ und v^ müssen die multiplicativen Constanten richtig 
bestimmt werden, damit ein (|ixH-2)tes Paar entsprechender Gruppen 
sich ergebe. Durch ein solches Paar aber werden die bezüglichen Con- 
stanten auch eindeutig bestimmt, wenn keine |tx+l der U und keine 
jLi+l der F zu einem Netze (jix — i)ter Stufe angehören. 

Wenn die coUinearen Netze in einander liegen, können sich selbst 
entsprechende Gruppen vorkommen. Wir wollen annehmen, dafs C/^, 
i/g , . . . (7^^i mit Fj-, Fg , . . . F^^j zusammenfallen; u,^ und v^(A=: 1, 
2 , . . . fjt + 1) unterscheiden sich dann nur um Constanten. Die Verhält- 
nisse aller 2 (iu H- l) Constanten können bestimmt werden, wenn noch ein 
Paar entsprechender Gruppen gegeben ist. Soll noch eine andere Gruppe 
sich selbst entsprechen, die mit keinen fx der vorigen zu einem Netze 
(^ — l)ter Stufe gehört, so werden die Constanten der v denen der u 
proportional, und es faUen je zwei entsprechende Gruppen zusammen. 

Collineare Netze können so bezogen werden, dafs sie entsprechend 
gemeinsame Theilnetze enthalten. Homologe Gruppen haben dann die 
Gleichungen : 

h^i H- ^2^2 H '«+i^M+i = , 13a) 

«(/i^i H- ^2^2 H W H- ^Gi^i^i+i H h^k) H j3^. 



Hierbei entsprechen sich selbst die Theilnetze 

l^u^^ /^^^^ 0,/,^.,w,+,H Z^w, = 0,... 

^,+i^.-HiH l,u, = 0. ^ 



In einander liegen collineare Netze, die sich aus Ui^ü^y . . . U^ zusam- 
mensetzen. 

Die einzelnen Schnitte eines Netzbündels 

Math. Ahh, nicht zur Äkad, gehör. Gelehrter. 1887. L 34 
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15) \u^ + ^2^2 H '«^- + (^«+i^a+i H ^M+i^M+i) = 

sind unter einander coUinear. Die Netze ater Stufe des Bflndels 15), 
welche durch f7«+i? ?7„+j, ... U^^^ bestimmt werden, schneiden auf einem 
zweiten Netze Qx — a)ter Stufe neue Gruppen F^+u F'^^j , . . . F^^^ aus, 
deren Gleichungen durch passende Constantenbestimmung auf die Form 
gebracht werden können: 

16) v^ = mfu^ H- m^$u^ H m^^u^ -j- w^ == 0. (i = a H- i , • . . ]u + i) 

Das zweite Netzbündel 

ist mit dem vorigen (15) identisch, denn das Netz ater Stufe desselben, 
welches durch die Gruppe 

bestimmt wird, kann wegen der Gleichungen 16) auf die Form 

19) n^u^ H- n^u^ H n, w« H- (^a+i^a+i H- L^i^a+i H ^m+i^m+i) = 

gebracht werden und enthält daher auch die Gruppe 

20) C+i^a+i H- '«4-2^-+2 H ^M+i^M+i = . 

Die Netze U^^^U^^^ . . . U^^^ und F^^^ F„^j . . . F^^^ sind mithin zu ein- 
ander coUinear. 

Zwei coUineare Netze gleicher Ordnung und gleicher Stufe, die 
aus Gruppen desselben einförmigen Gebildes bestehen, bestimmen eine 
Schaar coUinearer Netze. Sind 

21a) l^u^ H- ^2^2 H C+i^M+i = 

21 b) /i v, + ^2^2 + • • • '..i^M-M = 

die Gleichungen der beiden coUinearen Netze £^iC^2 • • • ^m+i ^"^ ^i^2''* 
F^^j, so ist 

22) /i(wi •+- A^i) + ^2(^2 + ^^2) H ^M+i(^M+i •+■ ^v,^i) = 

die Gleichung der in Rede stehenden Schaar; oflFenbar erhält man fQr 
jeden Werth von A ein zu den beiden gegebenen collineares Netz. Betrach- 
tet man andererseits ^1 , ^2 ? • • • ^m+i ^^^ fest und A als beweglich, so er- 
hält man aus 22) eine Involution, auf der eine bestimmte Reihe homo- 
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loger Gruppen ?7, F, TT, Z, . . . liegt. Alle diese verschiedenen Leitinvo- 
lutionen sind zu einander projectivisch. 

Die Theoreme, welche wir soeben erläutert haben, sind auf geo- 
metrischem Wege in den beiden ersten Abschnitten des dritten Capitels 
erwiesen worden. Da uns die genaue Darlegung unserer dortigen Be- 
weismethoden hier zu weit führen würde, so genüge die Bemerkung, dafs 
die Einführung der hochwichtigen Schaaren mit Hülfe ganz derselben Schlüsse 
gelingt, die in der Geometrie des Raumes auf die Regelflächen führen. 

§ 189. Die Involution /(xten Ranges und mter Ordnung liefert 
dieselbe Beziehung zwischen den Elementen zweier einförmiger Gebilde, 
wie eine verschwindende ganze Function 

/(y,a:) = 0, 1) 

welche die Theilverhältnisse y und x zusammengehöriger Elemente bis zu 
den Potenzen m und fx enthält. 

Man kann bekanntlich (ß + 1)^ Constanten 6^^ so bestimmen, dafs 
die Gleichungen stattfinden: 



M+i 



6iO 



Xt = (x—a^Qc—a^) . . . (x—a^^^ 2 iZ^T ' (* = , l , 2, . . . .u) 2) 






Man ordne nun f(y , x) nach Potenzen von x und setze für dieselben 
ihre Werthe aus den Gleichungen 2) ein, so nimmt 1) die Form an: 

(x—a{)(x—a^) . . . (ä— a,^i) 2 ^=^ = ^' ^^ 

Hierin bedeuten t^j,t^2J •• • ^m+i Polynome mten Grades in y; sie erge- 
ben, gleich Null gesetzt, die Gleichungen bestimmter Gruppen U^^U^^... 
ü^^^ des vorliegenden Trägers. Jedem Werthe von x^ also jedem Ele- 
ment des einen Trägers, gehört eine bestimmte auf dem anderen liegende 
Gruppe zu; den Werthen a^^ , «2 > • • • ^m+i entsprechen U^^U^^ . . .U^^^. 
Oflfenbar können die jtx •+- 1 Gruppen U^^U^, ... U^^^ ganz willkürlich 
gewählt werden, und wir verfügen dann noch über die Gonstanten der w^^. 
Bestimmen daher die Gruppen Ü^^U^'i .- . C^m+i ^^^ Netz jütter Stufe, so sind 
alle wesentlichen Constanten der Form 3) bekannt, wenn für irgend einen 
Werth Xq von x eine Gruppe des Netzes ü^ü^ - ' - U^^^ gegeben ist, die 
mit keinen yt. der gegebenen Gruppen zu einem Theilnetze (jx — i) ter 
Stufe gehört. 



34 



• 
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Man kann von der Form 1) fjt •+- 3 Gruppen willkürlich geben, 
wenn man denselben keine bestimmte Stelle anweist, also die Werthe 
von X o£fen läfst, denen sie zugehören. Man hat alsdann nicht nur die 
multiplicativen Constanten der w, sondern auch die Gröfsen a^^agj-'-^M+i 
zur freien Verfügung und kann eben mit ihrer Hülfe zwei neue Gruppen 
J7^^2 und f7^^3 dem Gebilde anreihen. 

Nach unserer geometrischen Anschauung (§99) besteht, wenn TJJJ^... 
CT^^j... eine Involution mter Ordnung und jütten Ranges ist, die Beziehung 

dann immer, wenn N ein aus irgend fJL — 1 Gruppen der Involution ge- 
bildetes Netz (ß — 2) ter Stufe ist. Die Involution konnte daher auch als 
Erzeugnifs von fJL projecti vischen Büscheln aus Netzen (jjl — l)ter Stufe 
dargestellt werden. Dieselbe ist durch /x + 2 gegebene Gruppen eindeu- 
tig bestimmt, welche bestimmten Elementen «^ , «2, • . • ö»+j (mit diesen 
Theilverhältnissen) eines projectivischen einförmigen Gebildes zugewiesen 
werden. Das NetzbOschel, welches von C/g . . . ?7^ aus die Involution /^ten 
Ranges projicirt, hat die Gleichung: 

5a) />, + />3 + . . . Hu, + (-^ + _^j = . 

Das Verhältnifs der Constanten in u^ und w^^^ wird durch den Um- 
stand bedingt, dafs die zu a^^^ gehörende Gruppe U^+^i welche mit keinen 
fjL der gegebenen zu einem Netze {fjL — i) ter Stufe gehört, bekannt ist. Die 
Gleichung der Gruppe ?7, die zu dem Werthe x gehört, mufs sich daher 
in jeder der fJL Formen darstellen lassen : 

Hieraus folgt, dafs die Gleichung der Gruppe folgende Form hat 

"L--4- "* -j !Wi__o^ 



X — Ol X — a^ X — ^u+i 
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oder, wenn man die Nenner entfernt, 
(.-.^(.x-a^ . . . (X-«.. J [-^-+-^+... _^_} = 0.6) 

Die allgemeine Involution juten Ranges stellt also geometrisch den Zu- 
sammenhang dar, der durch eine rationale Gleichung vermittelt wird, 
die y bis zur mten, x bis zur jLtten Potenz enthält. 

Neben den eigentlichen Involutionen /^ten Ranges sind noch die 
entarteten zu betrachten. Man bringe die Gleichung einer Gruppe Ul auf 
die Form 
< = w, + c['^v, H- c[^\ H c^J^'v^ = 0. (A = 1 ,2,3, . . . /x + 2) 7) 

Die Gruppen C/^ , C/g , . . . tT^^^ mögen nur noch ein Netz (fx — a — i)ter 
Stufe bedingen, die Gruppen V^^V^y . .. V^ aber mit demselben ein Netz 
juter Stufe bestimmen; von den Gruppen C/^ , C/^ , . . . CT^^ sollen keine 
fJL+l demselben Netze (jjl — l)ter Stufe angehören. Für eine Involution, 
in der die letzteren Gruppen den Elementen ai,a2, ... a^^^ eines ein- 
förmigen Gebildes zugewiesen sind, erhalten wir eine Gleichung von 
der Form: 

^x—a{)(x—a^) . . . (x—a^^,) l-^ h -^ H ^±^| = . 8) 

Nun projiciren wir jede Gruppe dieser Involution von ^i Fg . . . F„ aus auf 
das ursprüngliche Netz, so bekommen wir nach unserer Definition (§ 106) 
eine entartete Involution. Jede Gruppe derselben liegt mit einer Gruppe 
des Zeigers 8) und den Gruppen f^i, f^2' • • • '^a ^ einem Netze ater Stufe. 
Die Gleichung 8) stellt sich als eine homogene Function der ^1,^25 ••• ^« 5 
t^j , 1^2 5 . . . jt^M+a ^^^; unterdrückt man die mit den ersteren Factoren 
Vj , Vg , . . . v„ behafteten Terme , so erhalten wir die Gleichung der ent- 
arteten Involution wieder in der Form 

{x—a^ . . . (x—a,^;) \^ h ^^H ^^^| = ; 9) 

nur stellen jetzt w^ = , ^2 = ^ 5 • • • ^m+i = ^ Gruppen U^^ü^^ . . . U^^^ 
dar, welche demselben Netze (ß — a)ter Stufe angehören. 

Es ist umgekehrt klar, dafs die Gleichung 9) oder 6), wie auch im- 
mer die Formen Wi»^2> • • • ^m+i ^t^n Grades beschaffen sind, entweder eine 
allgemeine Involution /(xten Ranges Ü^U^U^ - . * ^m+s • • • bestimmt, die zu 



270 E. K ö T T K R : Grundzüge einer 

einem einförmigen Gebilde a^a^a^. . . a^^^ . . . projectivisch ist, oder eine 
entartete Involution /(xten Ranges, deren Zeiger zu jenem einförmigen Ge- 
bilde projectivisch ist. 

Interessant ist noch der Fall, wo das Netz V^V^. . . Vß mit der 
Zeigerinvolution ß Gruppen, sagen wir die Gruppen U^jU^i •" Uß gemein- 
sam hat. Alsdann sind in 8) te^ , t^g j • • • ^^ homogene lineare Functio- 
nen der Vj , Vg , . . . v„. Bei der Vornahme der Projection verschwinden 
daher w^ , i/g 5 • • • ^/ä ^^^ ^^^ Gleichung der entarteten Involution. Die- 
selbe nimmt die Form an: 

10) (^— «i)(^— «2) • • • (^— «ö) X 

Der hinter X stehende Factor stellt eine allgemeine oder entartete In- 
volution (jJL — ^)ten Ranges Uß^^üß^^. . .U^^^. . . dar, welche zu aß^^ 
^3+2 • • • ^M+2 • • ' projectivisch ist. Während aber zu allen anderen Wer- 
then von x ganz bestimmte Glieder des Gebildes 10) gehören, so werden 
die «1 , «2 5 • • • ^3 entsprechenden Gruppen unbestimmt, da die Gleichung 
durch die blofse Annahme x = a^ z. B. zum Verschwinden gebracht 
werden kann. 

§ 190. Für die Lösung des Eliminationsproblems ist der BegriflF 
der Schaar projectivischer Involutionen sehr wesentlich (§§ 108 ff.). 

Sind zwei projectivische Involutionen mter Ordnung und litten Ran- 
ges gegeben, nämlich 

1 a) (x-a.) . . . (x-..,.) (^-^ + ,-^- + . . . ^-^j = , 

SO erhalten wir aus beiden eine ganze Schaar von der Gleichung: 

Für jeden Werth von A stellt 2) eine Involution dar, die zu den beiden ge- 
gebenen la) und Ib) projectivisch ist. Betrachten wir eine Reihe homologer 
Gruppen, lassen wir A bei festem x veränderlich, so erhalten wir eine 
bestimmte Leitinvolution; alle diese Leitinvolutionen sind zu einander und 
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zur Schaar projectivisch. Enthalten irgend zwei homologe Gruppen ü^ , 

■ 

F. ein gemeinsames Element, so kommt dasselbe in allen Gruppen von 
u^ — Xv^ = vor, also in allen zu den gegebenen U^ und V^ homo- 
logen Gruppen. Irgend zwei Glieder der Schaar ergeben daher dieselbe 
Coincidenzgruppe. Haben die beiden gegebenen Involutionen irgend eine 
Gruppe, sagen wir C/^, entsprechend gemein, so ist identisch 

^1 — Vi = 0, 3) 

da sich u^ und v^ nur um eine multiplicative Constante unterscheiden 
können; wir erhalten dann für die zu A^ gehörende Involution /xten Ran- 
ges die Gleichung 

das heifst, ihr wesentlicher Bestandtheil ist eine projectivische Involution 
(jji — i)ten Ranges. Dazu kommt eine völlig unbestimmte Gruppe, die 
dem Werthe a^ von x entspricht. Die Involution (|ix — i)ten Ranges ent- 
hält alle Goincidenzstellen von la) und Ib) mit Ausnahme derer, die 

durch die Angaben 

X = a^ j u^ = 5) 

bestimmt werden. 

Es mögen nunmehr zwei projectivische Involutionen mter Ordnung, 

(ß — a)ten und Qjl — ^)ten Ranges gegeben sein, deren Gleichungen wir der 

Kürze halber mit/(y,a;) = undgQ/jX) = bezeichnen wollen. Alsdann ist 

(ä— a^^j) . . . (x—a^^,)f(y,x) — X(x—a{) . . . (x—a^)g(y,x) = 6) 

die Gleichung einer Schaar projectivischer Involutionen mter Ordnung 
und jtxten Ranges. Die gegebenen Involutionen sind wesentliche Bestand- 
theile zweier Individuen derselben, mit der ersten Involution haben alle 
Glieder der Schaar die Gruppen gemeinsam, welche zu «i , «2 ' • • • ^iS S^" 
hören, mit der zweiten Involution dagegen die Gruppen, die zu a/3+1, 

«3+2» •• • ^h+a gehören. 

Verbindet man mit allen Gliedern der Schaar 2) eine projectivische 
Involution Z^Z^Z^. , . nter Ordnung, ersten Ranges, deren Gleichung man 
auf die ß Formen bringen kann 

^M+i(^— «0 — ^x (^— «M+i) = , (A = 1 , 2 , . . . /^) 7) 

so erhält man durch Elimination von x die Gleichung für y: 
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8) ^1^2 • • • ^M^.+i j-^;^ H — ^ 1 ^;;^;^ j = . 

Also hat die Involution 7) ersten Ranges mit den Gliedern der Schaar 2) 
die Gruppen einer Involution (m + n/jt)ter Ordnung gemeinsam. Soll die 
Gleichung der Schaar 2) speciell in die Form 6) übergehen, so haben wir 
in ihr %^j , ix^^^ , . . . u^^^ und v^ , Vg , . . . v^ zu unterdrücken; alsdann 
löst sich für A = von 8) der Factor 

9) ^3 + 1^3+8 • • • ^/3+« = 

ab, für A = oo löst sich der Factor 

10) z^z^ ... 2^3 = 

von derselben ab. Stellen also u = und v = die Coincidenzgrup- 
pen der Involutionen /(y,a;) = und gQ/jOc) = mit der Involution 7) 
ersten Ranges dar, so hat sie mit den anderen Gliedern von 6) Gruppen 
der Involution 

11) ^3+1^3 + 2 • •• ^ß + a'^ ^^1^2 . .. Z^V = 

gemeinsam. 

Es seien nun die beiden projecti vischen Schaaren 

12a) 4> (jf,x) — X-4yQf,x) =0, 

12b) <PiQ/,x) — Xyly^(y,x) = 0, 

bestehend aus projectivischen Involutionen mter Ordnung und /lAten Ran- 
ges, gegeben; alsdann stellt die Gleichung 

13) <^(y,^) — ^^Ky,^)^-?{^l(2/,^) — >^^^l(y,a;)} = o 

für jedes Werthepaar A,g eine bestimmte Involution mter Ordnung und 
jtxten Ranges dar. Hält man nur j fest, so erhält man irgend eine zu 
den beiden gegebenen projectivische Schaar. Giebt man dem A specielle 
Werthe, so erhält man eine zweite Reihe unter sich projectivischer Schaa- 
ren aus projectivischen Involutionen. Jede einzelne dieser neuen Schaaren 
verbindet homologe Involutionen in der ersteren Reihe von Schaaren. Ha- 
ben die beiden Schaaren 12 a) und 12 b) eine Involution entsprechend ge- 
meinsam, besteht etwa die Identität 

14a) (pQ/.oc) — KQ(l>^(y,x) = , 

so gehört die Involution 
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zu einer Schaar mit je zwei entsprechenden Involutionen der gegebenen 
Schaaren. Sind 

f(y5^) = ^^^ 8(y5^) = 15) 

die Gleichungen zweier projectivischer Involutionen mter und nter Ord- 
nung, /xten und wten Ranges, so ist 

f(y?^)-ß(yi^) = 16) 

die Gleichung einer speciellen Involution (mH-n)ter Ordnung, (^ß-i-vy 
ten Ranges, die zu den beiden gegebenen projectivisch ist. Irgend eine 
Gruppe derselben setzt sich aus den beiden homologen der ersteren In- 
volutionen zusammen. 

Besteht von den beiden projectivischen Schaaren 

9i(y^^) — ^ff2Q/^^)='^ 17b) 

die eine aus Involutionen mter Ordnung, /Jtten Ranges, die zweite aus 
projectivischen Involutionen nter Ordnung, vten Ranges, so besteht jede 
Gruppe der Involution 

fi(y^^)92(y^^)—f2(y^^)9i(y^^) = ^ is) 

(m H- n) ter Ordnung , Qx-^v) ten Ranges aus den Coincidenzelementen 
zweier homologer Leitinvolutionen der Schaaren 17a) und 17 b). 

In der Hauptsache beruhen die geometrischen Beweise des soeben 
Dargelegten auf Folgendem. Wenn die beiden Involutionen 1 a) und 1 b) 
allgemein sind, so sind sie homologe Bestandtheile coUinearer Netze 

'i^i + ^2^2H ^,+it^.+i = 0, , 19a) 

liv^ + l^v^-i ^m+iVm+i = 0- 19b) 

Um homologe Gruppen der Involutionen zu erhalten, mufs man 

/. = (^x—a^)(x—a^) . . . (x—a^^^)(x—a,^,) . . . (x—a^^;) 20) 

(z=l,2,3,...|uH-l) 

setzen. Die Schaar, welche die beiden Involutionen alsdann bestimmen, 
wird so als ein Bestandtheil derjenigen erkannt, welche durch 19 a) und 
19 b) bedingt ist. Indem man von irgend einem Netze N aus eine 

Math. Ahh. nicht zur ÄkacL gehör. Gelehrter. 1887. L 35 
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solche Involutionsschaar projicirt, erhält man andere, die durch entartete 
Involutionen bestimmt werden. Indem man das projicirende Netz durch 
a Gruppen der einen und durch ß Gruppen der zweiten eigentlichen In- 
volution legt, erhält man eine Schaar mit der Gleichung 6). 

Dafs die Schaaren auf diese Art eindeutig bestimmt werden, folgt 
aus der in 8) ausgesprochenen Eigenschaft. Diese wieder läfst sich geome- 
trisch erweisen, nachdem das Gebilde 13) als vorhanden nachgewiesen 
ist. Wenn man annimmt, dafs die Schaaren 12 a) und 12 b) aus allge- 
meinsten Involutionen jütten Ranges bestehen, so kann man auf eine Art 
die Netze (2nx-|-i)ter Stufe, durch die sie sich erstrecken, coUinear so 
beziehen, dafs je zwei homologe Involutionen einander entsprechen (§ 110). 
Von der Schaar collinearer Netze (2^+ l)ter Stufe, die durch diese beiden 
Träger bestimmt wird, ist das Gebilde mit der Gleichung 13) ein Be- 
standtheil. Durch Anwendung geeigneter Projectionen im Gebiete des 
Gesammtnetzes kann man zuerst auf den Specialfall (14a und 14b) kom- 
men, wo die Schaaren 12 a) und 12 b) eine Involution entsprechend ge- 
meinsam haben, und zweitens auf den Fall, wo die eine Schaar im We- 
sentlichen aus Involutionen niederer Ordnung sich zusammensetzt. Die 
richtige Anwendung dieses letzteren Falles ermöglicht es uns, den in 8) 
ausgesprochenen Satz mittels eines Schlusses von m-f-n,]ut — i auf m,|Lt 
zu erhärten (§ 111), 

um zu zeigen, dafs 16) eine zu den Involutionen 15) projectivi- 
sche Involution (m-|-n)ter Ordnung, (^^-\-v^ten Ranges ist, stellen wir 
(§ 112) g(j/,ic) in der Form dar: 

21) 8(3/.^) = (^— «i)8'(y.^) — V^— «2)ö"(2/»^) 5 

wo g'(y,^) und g"(y5^) X nur bis zur (y — i)ten Potenz enthalten. Es 
wird vorausgesetzt, dafs 

21a) fO/,^)-s'(y,^) = und 21b) f(y,a:) • 0"(y,a:) = 

Involutionen (m-Hn)ter Ordnung und (wH-v — i)ten Ranges darstellen. 
Es wird alsdann, wesentlich mit Hülfe von 8), gezeigt, dafs die zu \ ge- 
hörende Involution der Schaar 

22) (ä— ai)f(y,ic)g'(y,a;) — A(a;— a2)f(2/,a:)g"(y,:r) = 0, 
w^elche 21a) und 21b) bestimmen, in die beiden Involutionen 15) zerfällt. 
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Die in 17 a), 17 b) und 18) ausgesprochene Wahrheit folgte geo- 
metrisch aus der Betrachtung der beiden Gleichungen 

/i(y ^ ^)^i(y > ^) — ^/i (y » %2(y , ^) = o . 23b) 

Da die Schaaren 23 a) und 23 b) eine Involution mit einander entspre- 
chend gemeinsam haben, so liegt eine andere Involution mit je zwei ho- 
mologen Gliedern in je einer Schaar. Das kann aber nur 

/(y » ^)9i(y 1 ^) — /i(y > ^)9(2i , ^) = o 24) 

sein, deren Gruppen aus den Coincidenzelementen je zweier homologer 
Leitinvolutionen bestehen. 

§§ 191 und 192. Das Problem der Elimination. 
§ 191. Von den beiden ganzen Functionen 

/(y>^) » 9(:y^^) i) 

sei die eine vom mten, die andere vom nten Grade in y; ä mögen beide 
bis zur ^ ten Potenz enthalten. Behufs Aufsuchung der gemeinsamen Null- 
stellen betrachte man die Function 

9(y^^o)f(y^^) — ^f(y^^o)9(y^^) = f^x(y,^)' 2) 

Für alle Stellen, für welche die Functionen 1) verschwinden, verschwindet 
nothwendig auch Ä^(y,a;). Setzen wir aber umgekehrt 

KQ/i^) = und g(y,x) = 0, 3) 

so folgt aus 2) entweder 

4a)/(y,a:) = oder ^(y,a?o) = 0. 4b) 

Aufser für die gesuchten Stellen verschwinden also h^(y^x) und gQf^x) 
gleichzeitig, wenn auch g{y ^x^ verschwindet. Letzteres findet im All- 
gemeinen für n verschiedene Werthe 3/15^2 >•• -2/« statt. Jede der Glei- 
chungen 

9(yx,^) = (A=i,2,...7i) 5) 

liefert uns aufser Xq noch [x — 1 andere Werthe von x. Das Gleichungs- 

35» 
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paar 3) giebt uns also neben den gesuchten noch nii andere durch 5) 
bestimmte Stellen. Nun betrachten wir die zu dem Werthe A = i gehö- 
rende Function h^(y^x). Dieselbe nimmt die Form an: 

h^y^x) ist vom (m-l~n)ten Grade in y und vom (ß — l)ten Grade 
in x; offenbar verschwindet h[{%f^x) für alle gesuchten Goincidenz- 
stellen, und von den der Aufgabe 'fremden Coincidenzstellen zwischen 
g(y ^x)==0 und h^(y ,x) = gehören nur die n Stellen y = y^^x = XQ 

nicht hl(ifjX) = an. Bezeichnet man mit |**'^j die Anzahl der Stel- 
len, für welche zwei Functionen mten und nten Grades in y,/Jiten und 
vten Grades in x gleichzeitig verschwinden, so ist 

') (:::) = (":";';')-"<"-')• 

Enthalt von den ganzen Functionen 

die eine y bis zur mten und x bis zur jtJtten Potenz, die zweite dagegen y 
bis zur wten und x bis zur vten Potenz (v^jn), so benutzt man eine 
dritte ganze Function *4^i(y,a:), die y bis zur rten, x aber bis zur (iu — v)- 
ten Potenz enthält. Setzt man 

so finden die beiden Gleichungen 

10) %x(3/,^) = , ^^(y,x) = 

erstens dann statt, wenn die beiden Functionen 8) verschwinden, und 
zweitens, wenn gleichzeitig 

11) •4y(y,x) = und -^i(y,XQ)yiy(y,XQ) = 



ist. Aus 11) ergeben sich (nH-r)i' Werthepaare, die also von den ge- 
meinsamen Nullstellen der beiden Functionen XxCy?^) und "^(jj^x) abzu- 
lösen sind. Für A == 1 erhält man 

12) %i(3/ , X) = (x—x^x[{y , x) . 
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%i (y 5 ^) verschwindet für alle gesuchten Werthepaare ; von den aufser- 
wesentlichen gemeinsamen Nullstellen der %^ (y , x) enthält sie nur die- 
jenigen nicht, welche durch die Annahme 

sich bestimmen. Nun enthält %[(y ^x) y bis zur (m + n-l~r)ten, x bis 
zur (jx — i)ten Potenz. Daher besteht die Recursionsformel: 

«,.j = i « , . )-(n + T)v + n. 13) 

Einen speciellen Fall (r = , v = jli) dieser Formel erblicken wir in 7). 
Der Beziehung 13) genügt die Annahme 






= mv-|-nu. 14) 

Wirklich besteht die Identität: 

mv^nfx = (m + n + r)v + n(iu — i) — (n-{-r)v^n . 

Der erste FaU der Formel 14) (iLt=i ,v=i) trifft aufserdem nach un- 
seren früheren Entwickelungen zu. 

Von der allgemeinen Zahl gemeinsamer Stellen können in besonderen 
Fällen einzelne zusammenfallen, andererseits können aber auch die Functio- 
nen <p(yjx) und >^(y,a?) für unendlich viele Stellen gleichzeitig verschwinden. 
Für alle diese Stellen verschwindet auch xKy^x). Setzt man voraus, dafs als- 
dann %j[(y,a:) und "4^0/ ,x) eine ganze Function von y und x als gemeinsamen 
Factor enthalten müssen, so folgt dieselbe Thatsache für "v/^Cy,^) und fQ/^x). 
Dieselbe ist wirklich richtig, weil sie für den speciellen Fall feststeht, dafs 
'^'(yi^) und <p(y^x) lineare Functionen von x sind. Hieraus folgt insbesondere, 
dafs es, wofern g(y ^x) nicht in Theile zerfällt, nur eine endliche Zahl von 
Gruppen ^(y,a;^) = mit mehrfachen Elementen giebt, denn die betreffenden 
Elemente gehören zu den gemeinsamen Nullstellen der beiden Functionen 

gQ/^x) und ^{gQ/,x)}. 

Was für X gilt, ist ebenso für y richtig. 

Der geometrische Ausdruck für die soeben behandelte Aufgabe 
ist der, die Coincidenzstellen zwischen zwei Involutionen mter Ordnung, 
jLiten Ranges und nter Ordnung, vten Ranges aufzusuchen, welche ent- 
weder selbst projectivisch sind, oder zu projectischen Zeigern gehören. 
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^i(2/?^o)^f2/'^o)^(2/»^) = und <p(y,a:o)%^i(y,a:)%Ky,a:) = 

sind die Gleichungen zweier projectivischer Involutionen, die eine Gruppe, 
"welche zu Xq gehört, entsprechend gemeinsam haben. %x (y ? ^) = stellt 
die Involutionen der Schaar dar, welche durch die beiden gegebenen be- 
stimmt wird. In derselben kommt eine Involution vor, die sich im We- 
sentlichen auf den (pi — i)ten Rang reducirt. Das Auftreten des Factors 
(x — x^ auf der rechten Seite von 12) manifestirte sich geometrisch da- 
durch, dafs sich in ihr keine bestimmte Gruppe als Xq zugehörig erwies. 
Da es als eine Grundeigenschaft der Involution juten Ranges erkannt 
war, mit jedem Netze (/x — i)ter Stufe im Gruppen gemeinsam zu haben 
(§ 101), so kam speciell auch jedes Element des Trägers im Allgemeinen 
in jLt verschiedenen Gruppen der Involution vor; wir waren daher im 
Stande, die oben erläuterte Abzahlung auch mit Hülfe geometrischer Me- 
thoden (§ 116) zubegründen. 

§ 192. Ein besonders wichtiger Fall tritt dann ein, wenn die Func- 
tion <p(y^x) und ^l^Qf^x) des vorigen § nur von der Dimension m und n sind, 
wobei aber die mten und nten Potenzen von y, die /utten und vten Po- 
tenzen von x auftreten. Ist •v^i(y,a:) eine Function von der Dimension r 
und dem Grade fx — v in x, so betrachten wir, wie im § 191, die Function 

1) (x—XQ)xl(y,x) = ^^(>,a:o)v^^(y,a:o)(p(^,a;) — (p(y,Xo)v^(y,a:)N^i^ 

Hier ist XiQ/^x) wieder eine Function vom Grade /x — l in a:. Da wir 
auf der rechten Seite eine Function von der Dimension m + n + r vor 
uns haben, so ist %[Q/yX) nur von der Dimension m'+-n-i-r — 1, ent- 
hält also auch y nur bis zur Potenz m-^n + r — i. Von den gemeinsamen 
Nullstellen der Functionen <p(y^x) und %[(yyX) sind genau dieselben auszu- 
schliefsen, wie im vorhergegangenen allgemeinen Falle. Man bezeichne nun 

mit J*" ''*l die Anzahl der Nullstellen mit endlichen y, welche eine Function 

von der Dimension m und dem Grade ijl in x mit einer Function von der 
Dimension n und dem Grade v in o: gemeinsam hat. Alsdann ist offenbar 

Dieser Forderung genügt die Function 
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In, vj 



= mv -^niJ. — fJLv. 3) 

Wirklich ist 

mv + nju — fjLv = (m-\-n'+-r — l)v + n(|üi — i) — (jx — i)i^ — (n + r)v + n. 

Überdies ist der erste Fall des Satzes (ju = i , v = i) ganz offenbar rich- 
tig. In zwei derartigen Gleichungen 

Wj H- xu^ = und v^ •+- xv^ = 4) 

sind u^ und Vg zwei Formen (m — i)ten, bezüglich (n — i)ten Grades in 
y, u^ ist vom Grade m und v^ vom Grade n. Aus diesem Grunde ist 

das Resultat der Elimination von x aus den Gleichungen 4), nur eine 
Gleichung (m + n — i)ten Grades. 

Nicht ohne Schwierigkeit gelang es uns, für die Eigenschaft einer 
Function, von gegebener Dimension zu sein, einen geometrischen Aus- 
druck zu finden. Man bringe eine solche Involution mit der Gleichung 

<p(y,x) = 5) 

in Verbindung mit allen Involutionen erster Ordnung und ersten Ranges 

ay -{-bx-^- cxy -f- c? = . 6) 

Man hat dann behufs Elimination in <p(y ^x) überall für x eine lineare 
gebrochene Function von y einzusetzen. Da x" die höchste in <l>(y yX) 
auftretende Potenz von x ist, so resultirt hieraus eine Gleichung (mH-jix)- 
ten Grades in y. Verschwindet hingegen c, so wird x eine lineare ganze 
Function von y, und wir erhalten bei ihrer Substitution in (p(y^x) nur 
eine Form mten Grades. Wenn also in der Involution erster Ordnung 
und ersteh Ranges 6) der Werth y = oo dem Werthe a: = ex? entspricht, 
so enthält ihre Coincidenzgruppe mit der Involution 5) /ufach das Ele- 
ment y = oo. Diese Eigenschaft diente uns zur Definition der Functionen 
von gegebener Dimension. Wir gaben dem Problem eine solche besondere 
Form, dafs es sich um Schnittpunkte gegebener Ourvengebilde handelte. 
Wir betrachteten zu diesem Zwecke (§ 140) y als das Theilverhältnüs, 
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welches ein von Q ausgehender Strahl q an QR und QP bestimmt ^ x 
dagegen als das zu PR und PQ gehörende Theilverhältnifs eines von 
P ausgehenden Strahles p. Alsdann stellt 5) eine Strahleninvolution dar, 
von der jede Gruppe mit dem zugehörigen Strahle p sich in m Punkten 
eines Punktgebildes schneidet. Aus 6) erhält man Strahlen, die sich im 
Allgemeinen projectivisch bewegen, jedoch perspectivisch , wenn c ver- 
schwindet, und 6) eine Gerade darstellt. Da dann \x der Coincidenzstrah- 
len zwischen den Involutionen 5) und 6) mit QP{y = oo) zusammen- 
fallen, so besteht unser Curvengebilde aus dem /xfach zählenden Strahle 
QP und aus einem anderen Gebilde mter Ordnung. Den ersteren Be- 
standtheil betrachteten wir als unwesenthch; wir konnten zeigen, daüs 
der zweite Theil mit irgend einem /xfach zählenden Strahle QP zusam- 
men durch ein StrahlbQschel mit dem Centrum P und eine projectivische 
Involution mter Ordnung erzeugt werden konnte. 
Mit den drei Involutionen 
7 a) %^i(y , x^>l^(y , ^o)^(y ^ ^) = ^ , 

7 b) <P 0/ , ^o) ^ 0/ ^ ^) ^1 0/ » ^) = , 

7 c) (^— ^o)XiO/5^) = 

erzeugt das StrahlbOschel mit dem Centrum P im Wesentlichen drei Cur- 
ven (m-hnH-r)ter Ordnung. Sind U^V ^W die drei Gruppen, welche 
die drei Involutionen mit einem projectivischen StrahlbOschel gemeinsam 
haben, und ist q^ der zugehörige Strahl zu demjenigen p^ mit dem Theil- 
verhältnisse Xq^ so sind U ^ V und Wq^ drei Gruppen einer Involution 
(m H- n -h r -i- ju) ter Ordnung. Irgend eine Gerade wird daher auch von 
den drei Curven in einer Involution (m H-n + r) ter Ordnung geschnitten. 
Die dritte zerfällt also in den Strahl p^ und in eine Curve (m + ti + r — l)- 
ter Ordnung; die Involution %l(y ^x) = ist mithin von der Ordnung 
w-+-nH-r — 1 und dem Range jtx — i. Nachdem dies einmal bewiesen 
war, konnte die oben bereits beschriebene Abzählungsmethode auch auf 
►geometrischem Wege begründet werden. 

Das vierte Capitel der geometrischen Entwickelungen. §§ 193 — 196. 

§ 193. In dem letzten Capitel unserer Arbeit wenden wir nun 
die bisherigen Resultate auf Curven von gegebener Ordnung an. 
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Im zweiten Abschnitt stellen wir eine Eeihe von Definitionen und 
Lehrsätzen auf, die sich, wie leicht zu zeigen ist, bei den algebraischen 
ebenen Curven nter Ordnung vereinigt finden. Ist wieder in einer Ebene 
ein Dreieck PQR gegeben, und bestimmen wir irgend einen Punkt T durch 
das Theilverhältnifs x von TP hinsichtlich BP und QP und das zweite 
Theilverhältnifs y, das TQ an ßQ und PQ bestimmt, so besteht für 
jeden Punkt einer analytisch definirten Curve nter Ordnung eine Gleichung 

A(y.^) = o 1) 

nter Dimension. Die Curve nter Ordnung kann daher durch ein Strahl- 
bOschel mit beliebigem Centrum P und durch eine projectivische Invo- 
lution nter Ordnung dargestellt werden (§ 131). 
Sind 

^m(y.^) = und ^^>«(y,a:) = 2) 

die Gleichungen zweier Curven mter und (n—m) ter Ordnung, so ist 

eine Gleichung nter Dimension; die Gesammtheit beider Curven kann als 
eine Curve nter Ordnung betrachtet werden (§ 132), 

Die beiden Curven 1) und 2 a) haben stets Schnittpunkte mit einander 
gemeinsam, im Allgemeinen und höchstens aber mn verschiedene (§ 133). 

Die Gleichung 

stellt für jeden Werth von X eine bestimmte Curve nter Ordnung dar. 
Alle diese Curven haben dieselben Schnittpunkte mit einander gemein und 
gehören zu einem BQschel. Offenbar schneidet dasselbe auf jeder Geraden 

aa? -+- fty -+- rf = 5) 

eine Involution nter Ordnung aus. Die Gleichung der Strahleninvolution, 
welche dieselbe von Q aus projicirt, erhält man durch Elimination von 
X aus 4) und 5). Eliminirt man y zwischen 4) und der Gleichung 

a^x -+- b^y -+- c^xy -4- rf^ = 6) 

eines P und Q enthaltenden Kegelschnittes, so erhält man eine Gleichung 
von der Form 

MatL Äbh. nicJu zur AkcuL gehör. Gelehrter, 1887. I. 36 
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6a) 9(y)-h^9i(y) = 0, 

^^ 9 (y) ^^^ 9i (y) gawze Functionen 2 n ten Grades sind. Ein BQschel von 
Curven nter Ordnung schneidet also, da P und Q willkürliche Punkte 
der Ebene sind, Geraden und Kegelschnitte in zu einander projecti vischen 
Involutionen nter und 2nter Ordnung (§ 135). 

Das Curvennetz juiter Stufe hat die Gleichung: 

Es gelten von ihm, wie von jedem Netze, die allgemeinen Eigenschaften, 
welche wir bei dem Involutionsnetz hervorhoben (§ 137). 
Die Gleichung 

stellt eine Schaar projectivischer Büschel dar. Für specielle Werthe von 
IX erhalten wir einzelne projecti vische Büschel derselben. Wenn wir an- 
dererseits A specielle Werthe ertheilen, so resultiren projectivische Bü- 
schel, die aus homologen Curven der früheren Büschel sich zusammen- 
setzen. Der Schnitt der Curvenschaar mit irgend einer Geraden ist eine 
Involutionsschaar (§ 138). 

Zwei projectivische Büschel 

9b) 8^(y,^)-^8?^(y,^) = o 

erzeugen eine Curve nter Ordnung mit der Gleichung 

10) fi:'(y,^)8S^(y.^)-fS:^(y.«^)8l^(y.^) = o, 

auf der sich homologe Curven der beiden Büschel durchschneiden. An- 
dererseits kann jede Curve nter Ordnung /.(y , a^ = als Erzeugnifo 
projectivischer Büschel dargestellt werden. Sind nämlich 

11) ff(y,^) = o , /«(t/,x) = o 

die Gleichungen von zwei Geraden, die sich auf der gegebenen Curve 
schneiden, und stellt 

IIb) /i2,(y,:c) = o 
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eine Curve dar, welche die übrigen Schnittpunkte der et^teren Geraden 
mit der gegebenen Curve /^(y , a?) = enthält, so hat man 

/.(y , x) =ff(y , x)/« ,(y , x) -/f (y , x)/«,(y , x) , 12) 

und die Gleichung der gegebenen Curve entsteht bei der Elimination 
von X zwischen den Gleichungen 

/S'(y,^) - Vf (y,^) = , 13a) 

/.•U(y,x)-V^i(2/,a:) = 13b) 

zweier projectivischer Büschel (§ 130). 
Es sei 

<t>':Q/,^)-H^Qf.^) = o 14) 

ein Büschel von Curven mter Ordnung, das zu den einzelnen Büscheln 
einer Schaar 

projectivisch ist. Die Erzeugnisse des ersteren Büschels mit den letzteren 
bilden ein drittes Büschel 

welches zu den Leitbüscheln der Schaar 15) projectivisch ist. Da zwei ge- 
gebene Curven nter Ordnung wenigstens einen Punkt gemeinsam haben, 
so kann man stets ein Strahlbüschel finden, das mit den Curvenbüscheln 
einer Schaar die Curven des gegebenen Büschels erzeugt (m= l) (§ 135). 
Hiermit ist bewiesen, dafs die Definitionen und Lehrsätze des zwei- 
ten Abschnittes unseres Capitels die in der analytischen Geometrie bekann- 
ten algebraischen Curven nter Ordnung betreffen. 

§§ 194 — 195. Wir wollen in den beiden folgenden §§ einige der 
Schlüsse von n auf n + l erläutern , die den Inhalt des dritten Ab- 
schnittes des vierten Capitels bilden. 

§ 194. Es sei eine Curve (/^^- l)ter Ordnung definirt als Erzeug- 
nifs zweier projectivischer Büschel. 

fm^i(y^^) — ?9m^i(y^^) =0, la) 

36* 
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aus Curven (m-i- l)ter und (n — m)ter Ordnung. An die Stelle dieser Glei* 
chungen kann man die drei folgenden treten lassen: 

2a) <p?^(y,^) — Ä^?(y,^) = o, 

2b) /^>(y,a:)-?^^)(y,.:)-A{/2)(y,:r)-f^^^^ =0, 

2 c) A.^ (y , a:) — f ^,_«(y , a:) = . 

Hierbei sollen die beiden Geraden <Pi^(y , a:) = und <p^i(y , o:) = sich in 
einem (sicher vorhandenen) Grundpunkt des Büschels la) treffen. Die For- 
men g^2(y^^)^9m(yy^)Jm(y^^)^fm(y>^) müssen und können so be- 
stimmt werden, dsSk die Identitäten bestehen: 

3a) A,,0/ , X) = <}>f(y , x)/^(y , x) - </>«(»/ , x)/«(y , x) , 

3b) g„^,(y , X) = fi')(y , x)g^:^Qf , x) _ <p«(y , %Sl'(y , ^) • 

Anstatt nun aus 2 a) und 2 b) zuerst A zu eliminiren, was uns auf die 
Gleichungen 1 a) und 1 b) führen würde, kann man zunächst aus 2 b) und 
2c) ^ eliminiren. Der Curvengleichung äquivalent ist also das neue Paar: 

4a) <l>fQ/,a:)-X<l>f(jf,x) = 0, 

4b) /«Cy , x)g,_^(i, , X) -i,«(y , x)f,_„(y , x) 

Diese analytischen Operationen erläutei*n das im § 143 eingeschlagene 
Verfahren. Ist eine Ourve gegeben, die durch zwei Büschel von Curven 
(7nH-l)ter und (n — t?i)ter Ordnung erzeugt wird, so sind die Ourven 
des ersten Büschels die Erzeugnisse eines StraUbflschels 2 a) mit den Cur- 
venbüscheln einer Schaar 2b). Die Leitbüschel derselben, die man für 
specielle A erhält, sind zu den Büscheln la) und Ib) oder 2c) projecti- 
visch. Die ersteren erzeugen folglich mit dem Büschel 2 c) die Curven nter 
Ordnung eines Büschels 4 b), welches zu den Büscheln der Schaar 2 b) 
und also auch zu dem Strahlbüschel 2 a) oder 4 a) projectivisch ist. 

Eine durch irgend zwei projectivische Büschel erzeugte Curve 
(n 4- 1) ter Ordnung ist also auch das Erzeugnifs eines Strahlbüschels 
und eines projectivischen Büschels von Ourven nter Ordnung. 

Es sei n — m nicht kleiner als m-+- 1 und 
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%^-,^-i(y,a:) = 5) 

die Gleichung irgend einer Ourve (n — 2 m — i)ter Ordnung. Alsdann ist 

die Gleichung einer speciellen Schaar von projectivischen Büscheln aus 
Curven (n — m)ter Ordnung, die im § 145 betrachtet wird. Je die ho- 
mologen Ourven, die man bei Fixirung von f erhält, schneiden auf der 
zugehörigen Curve 

dieselbe Punktgruppe aus; es kann also unsere vorliegende Curve durch das 
Büschel 1 a) und irgend ein Büschel der Schaar 6) erzeugt werden. Weil 
die Curve %n-»«-i(y>^) = ö S^^^ willkürlich war, so konnten wir im All- 
gemeinen beliebig wi;^n— m ; Punkte der Ourve (n + l) ter Ord- 
nung auswählen, welche Grundpunkte des Büschels Ib) werden sollten. 

Einen dieser Punkte können wir nun, wie wir weiter oben gese- 
hen haben, zum Centrum eines Strahlbüschels machen, das zunächst mit 
einem, dann mit unendlich vielen Büscheln von Curven nter Ordnung 
die vorliegende Curve erzeugt. 

§ 195. Die beiden Gleichungen 

A-«i(y > ^) — f^9n^m(y . ^) = ib) 

des § 194 können auch in folgender Weise interpretirt werden: Jede Curve 
des ersten Büschels ist das Erzeugnifs eines festen Strahlbüschels mit 
dem Centrum P und einer projectivischen Strahleninvolution (m-i-l)ter 
Ordnung und (m -+- l)ten Ranges mit dem Centrum Q, die zu einer be- 
stimmten Schaar gehört. Ähnliches gilt für das zweite Büschel. Hier 
erhält man Strahleninvolutionen (n — m)ter Ordnung und (n — m)ten 
Ranges mit demselben Centrum Q, die mit dem vorigen Strahlbüschel P 
die Curven (n — Tn)ter Ordnung erzeugen und zu einer Schaar gehören. 
Die beiden Schaaren sind projectivisch , und homologe Leitinvolutionen 
derselben projiciren die Involutionen, welche die beiden Büschel la) und 
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Ib) auf irgend einem Strahle des Büschels P ausschneiden. Die Gruppe 
aus n H- 1 Punkten, welche das Erzeugnifs von la) und Ib) auf dem Strahle 
p mit dem Theilverhältnifs x ausschneidet, wird projicirt durch das Er- 
zeugnifs der beiden entsprechenden Leitinvolutionen, Also ist (§ 118 bezw- 
§ 190, 18) die Ourve (nH-l)ter Ordnung das Erzeugnifs eines Strahlbüschels 
mit beliebigem Centrum P und einer projectivischen Strahleninvolution 
(nH- l)ter Ordnung und (nH- l)ten Ranges mit willkürlichem Centrum Q. 
Da man mm, von irgend zwei Punkten P und Q ausgehend, für zwei Cur- 
ven (nH-l)ter und mter Ordnung solche Erzeugungs weisen besitzt, so 
hat man zur Aufsuchung ihrer gemeinsamen Punkte das Theorem des 
§ 192 in Anwendung zu bringen. Man erfährt so, dafs die beiden Cur- 
ven im Allgemeinen (n -+• l)m Schnittpunkte mit einander gemeinsam ha- 
ben, und dafs unter allen Umständen solche vorhanden sind. Ist dies 
einmal gezeigt, so ist nach den Entwickelungen der §§193 und 194 un- 
mittelbar klar, dafs auch rein geometrisch ein Büschel von Curven (n + 1)- 
ter Ordnung als Erzeugnifs eines festen Strahlbüschels mit den projecti- 
vischen Büscheln mannigfaltiger Schaaren definirt werden kann, und dafe 
dasselbe zu den Leitinvolutionen aller dieser Schaaren projectivisch ge- 
setzt werden kann. 

Ein Curvennetz juter Stufe wird geometrisch vorzugsweise aus der 
Thatsache heraus untersucht, dafs es Geraden in collinearen Involutions- 
netzen jtxter Stufe trifft. 

Die Schaar projectivischer Curvenbüschel verhält sich zu dem all- 
gemeinen Curvennetze dritter Stufe wie die Regelschaar zu dem Räume. 

§ 196. Wir wollen zum Schlüsse die Methode anal3i;isch erläu- 
tern, mit deren Hülfe wir im § 178 die Aufgabe gelöst haben, eine Curve 
(n-+-l)ter Ordnung durch die -^(^H- l)(wH-4) Punkte 

n.DD D • A A A • A * A A A 

zu legen. 

Wir verlegen in den Punkt die Ecke P des Coordinatensystems, 
während die beiden anderen willkürlich bleiben. Durch B^^B^^ . . . 
•^in(n + i) ^^^^* ®^^^ ^^^ nfaches Netz von Curven nter Ordnung legen; 
wir geben dasselbe durch die n + 1 Curven 
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l)ACy,^) = 0, la)/«(:y,^) = 0, lb)/«Cy,x) = 0,... ln)/l-)(y,x) = 0, 
welche der Reihe nach durch die Punktgruppen 

bestimmt werden. Aus diesem Netze haben wir das OurvenbOschel aus- 
zuwählen, welches mit dem StrahlbOschel P unsere Ourve erzeugt. Wenn 
wir uns die Verfügung Ober die multiplicativen Constanten der f^^(y , x) 
aufbehalten, so können wir der Gleichung der gesuchten Ourve folgende 
allgemeine Form geben: 

■ 

Den Strahlen PR(x = 0) und PQ(x = od) gehören die Curven 

V.(y,^)+^/!.'^(y,^)H----Vl"'(y,^)=o, 3a) 

« 

ZU. Die Curve nter Ordnung, die dem Strahle a: = a des Büschels A 
oder P zugehört, bekommen wir aus 2) bei Substitution von a in (a: — A^) , 

(^—^2) 5 ' • • (j^~K)' Jetzt soll die Ourve (n •+- l)ter Ordnung die Punkte 
A^;A^; . . . A^; A^^^^ oder 

enthalten. Für die Ooordinaten a^ , 6, findet von den /i + 1 Gleichungen 

1) bis In) nur li) nicht statt. Infolgedessen ergiebt sich 

■ 

(^i—\)fn(Pi^ccd = , A. = a, . (t = 1 , 2 , 3 , . . . n) 

Für die Ooordinaten «»n+i ? ^211+1 verschwindet allein /, (y , a:) nicht, man 
erhält also 

Statt 2) können wir die schon viel speciellere Form 

(^— «in.i)A (y , ^) + (^-«i)/i'^(y , ^) + • • • (^-«n)/!"' (y , ^) = o 4) 

substituiren. Für die multiplicativen Oonstanten der f^^(y ,x) bestehen 
die n folgenden Gleichungen : 
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5) 



(«2» — öts«-.l)A (*2ii > «2 J + («21.— «l)/»^C*2» > <*2 J 



Denn unsere Curve soll die Punkte a? = a^^x >y = iii+x (^= 1,2,8, •..w) 
oder i4^^j,i4^^.,, . . . A^^ enthalten. 

Unsere geometrische Lösung war folgende. Wir bestimmten rfi 
Curven aus den Doppelverhältnifs-Gleichungen : 

(A;=i,2,3,...n ; X=l,2,3,...n) 
Dem Strahle x = a gehörte die gemeinsame Curve der n Netze 



zu. Die Gleichung von [Aj^^^ . . . -4jt_.J«*x s^i- 
7) A(y,ar)-a,JL«(y,x) = 0. 



l,Z,d,««. Tv I 



Die Gleichung der Curve [Aj^^^A^ . . . -^^^-J-^^+x ist- 






0. 



Aus der Doppelverhaltnifs- Gleichung 6) ergiebt sich daher 






a 



*'' /«(^«+x,aii+x) 



7) geht also über in 



fn(y » ^)/n^(*n+x , «n+x) C^ — a„^,)(a,^, — aj 

und die gesuchte Curve gehört den n Netzen (n — l)ter Stufe 

(«— «2«+l)A(y » ^) 2 ^x*(«n+x —«*)/« X*.+X . «n+x) 



*-l 






— Kh-x — a,«+i)/n(ö«+x , a«+x) 2 ^x*(«— «*)/L*'(y , ^) = 



*=1 



(X = 1 , 2 , 3 , . . . n) 
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gleichzeitig an. Wenn wir nun alle c^^ gleich 1 setzen, so nimmt die Ate der 
n Netzgleichungen wegen der Beziehungen 5) nach Abwerfung des Factors 

die Form 

t 

an. Dies ist mithin die Gleichung der gemeinsamen Curve der n Netze. 
Also liefert unsere geometrische Methode wirklich die durch die gegebe- 
nen Punkte bestimmte Curve (n + l)ter Ordnung. 
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Noten. 



Note 1 zu § 1. Vergl: „Beiträge zur Geometrie der Lage^ von K. 6. Ch. 
Ton Staudt [St. B.]. Drei Hefte. Nürnberg, 1856—1860. [No. 116.] 

Über von Staudt's Theorie des Imaginären sind mir folgende Schriften za- 
gänglich geworden: 

1) F. August, „Untersuchungen fiber das Imaginäre in der Geometrie^. Pro- 
gramm-Abhandlung. Berlin, 1872. 

2) J. Lüroth, „Das Imaginäre in der Geometrie und das Rechnen mit Würfen. 

Darstellung und Erweiterung der v. Staudt'schen Theorie^. Mathema- 
tische Annalen [Math. Ann.], Bd. 8, S. 145. 

In beiden Schriften wird die Gerade zweiter Art als Schnittlinie zweier imagi- 
närer Ebenen oder als Verbindungslinie zweier imaginärer Punkte im Räume definirt, im 
Gegensatz zu von Staudt's Theorie. Die erste Arbeit bringt in sehr anschaulicher Weise 
die analytische und die geometrische Betrachtungsweise imaginärer Punkte einer reellen Ge- 
raden in Zusammenhang. Die Erweiterung in der zweiten Arbeit betrifft das Rechnen mit 
Würfen. So wird (§ 17, S. 200 £f.) dem Argand-Cauchj 'sehen Existenzbeweis für die 
Wurzeln einer Gleichung mit Hülfe des Rechnens mit Würfen eine geometrische Deu- 
tung gegeben. 

Ein kürzerer Abrifs der zweiten Arbeit befindet sich in den Nachrichten von 
d. Königl. Gesellsch. der Wissenschaften zu Göttingen vom Jahre 1873. 

3) R. Sturm, „Ober die von Staudt'schen Würfe^. Math. Ann., Bd. 9, S. 333. 
Es werden mehr geometrische Beweise, als es bei von Staudt geschieht, für die 

Associativät und Gommutativität der Addition und Multiplication der Würfe geführt; aufser- 
dem wird ein anderer Beweis dafür gegeben, dafs jeder complexe Wurf sich in der Form 
u + iv darstellen läfst, wo u und v reelle Würfe sind. 

4) O. Stolz, „Die geometrische Bedeutung der complexen Elemente in der ana- 

lytischen Geometrie^. Math. Ann., Bd. 4, S. 416. 
von Staudt's imaginäre Elemente werden auf analytisch -geometrischem Wege 
behandelt. 

5) E. Schröder, „Über von Staudt's Rechnung mit Würfen und verwandte 

Processen Math. Ann., Bd. 10, S. 289. 
Eine von der von Staudt'schen verschiedene Theorie .der imaginären Elemente 
hat Herr F. Klein in der Schrift 



rein geometrischen Theorie der algebraischen ebenen Curven. 291 

6) «Zar Interpretation der complexen Elemente in der Qeometrie^. Gottinger 

Nachrichten, Jahrg. 1872, S. 373 
aufgestellt. Es werden dort cjclisch-projectivische Gruppen, vorzugsweise von vier Ele- 
menten, zur Darstellung complexer Elemente in der Geometrie vorgeschlagen. 

Die geometrische Ausführung dieser Theorie hat Herr J. Lüroth gegeben. 
Vergl. 

7) ^Das Imaginäre in der Geometrie und das Rechnen mit Würfen. Zweite 

Abhandlung^. Math. Ann., Bd. 11, S. 84. 
Note 2 zu § 2'a. St. B., No. 118 und 83. 
Note 3 zu § 2 b. St. B., No. 121. 
Note 4 zu § 2 b. St. B., No. 126. 

Note 5 zu § 3. Wenn irgend ein imaginärer Fundamen talpunkt in der Ebene ge- 
geben ist, so kann man jeden anderen imaginären Punkt durch seinen reellen Träger und den 
reellen Punkt der imaginären Geraden darstellen, die ihn mit ersterem Punkte verbindet, 
jede beliebige Gerade der Ebene aber durch ihren reellen Punkt und den Träger des Punk* 
tes, den sie mit einer festen vom Fundamentalpunkt ausgehenden Geraden gemeinsam hat. 
Herr St. Smith zeigt, dafs man mit so gegebenen imaginären Elementen alle diejenigen 
Constrnctionen linear ausfuhren kann, die bei Voraussetzung reeller Elemente der Gon* 
struction linear sein würden. Vergl. die Abhandlung 

„Memoire sur quelques probl^mes cubiques et biquadratiques etc.^. Annali di 
matematica pura ed applicata, Serie*||tl, Bd. 3, S. 112 u. 218. [premiere 
partie, Art. 3 und 4.]. 
Note 6 zu § 4. Geometrie der Lage von G. K. Ch. v. St au dt. Nürnberg, 
1847. [G], No. 254. 

Note 7 zu § 5. Man vergleiche wegen dieser Auflösung die Arbeit von Herrn 
Staudigl 

„Construction eines Kegelschnittes, wenn derselbe durch imaginäre Punkte und 

Tangenten bestimmt wird^. Sitzungsberichte der mathematisch -natur* 

wissenschaftlichen Classe der E. Akademie d. Wissenschaften zu Wien 

[Wiener Ber.], Bd. 62, S. 607. 

In ganz symmetrischer Weise löst v. Staudt die Aufgabe. Vergl. [G], No. 314. 

Note 8 zu § 6. Ersetzt man B durch einen der unendlich fernen Kreispunkte, 

so gehen die Ketten in Kreise über, die über den Durchmessern ÄA^^ BB^ beschrieben 

sind, und von ihren Schnittpunkten F^F^ ans projicirt sich die Involution A durch je eine 

circulare. 

Note 9 zu § 6. St. B., No. 50. 

Note 10 zu den §§ 7 — 9. Aus der Einleitung (S. 14) geht hervor, dafs es ge- 
rechtfertigt ist, die Kegelschnitte, welche A und A^ enthalten, als Ketten der zu A ge- 
hörenden Repräsentationsebene zu bezeichnen, und dafs unser Satz einen speciellen Fall 
der allgemeinen von Staudt'schen Definition der Projectivität bildet. Weil nach von 
Staudt 's Definition zwei einförmige Gebilde projectivisch sind, wenn jedem Element des 
einen ein Element des anderen entspricht, überdies aber zwei homologe Würfe, was den 
Sinn anbelangt, von einerlei Art sind, und weil dabei insbesondere jeder Kette eine Kette 
entspricht, so ist der Satz auch in St. B., No. 245 ausgesprochen (vergl. Einleitung, S. 14). 

37 • 
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Note 11 zu § 9. Wird wieder der Punkt A mit einem der Ereispankte iden- 
tificirt, 60 geht die Beziehung zwischen den Feldern A und Aj in Inversion über. 

Note 12 zu § 16. St. B., No. 218. 

Note 13 zu den §§20 u. 21. St. B., No. 222. 

Note 14 zu den §§ 24 — 26. Wurde es nicht darauf ankommen, die Involutionen 
zweiter Ordnung projectivisch zu reihen, so hätten wir auch so verfahren können. Ist 
CiC^ ein Paar der Involution ^^^gi^^i^s) ^^ ^^^ ^^^ °^^^ 

woraus dann folgt, dafs Ci^C^ die Doppelelemente zweier Reihen sind, in denen die Ele- 
mente zweier gegebener Paare kreuzweise einander zugeordnet werden. Man vergleiche 
St. B., No. 85 oder auch 

M. Chasles, ^Traite de Geometrie superieure**. Paris, 1852. [No. 259]. 

Der im Texte gegebene Beweis kommt, wie man bemerken wird, wesentlich auf 
die Steiner'sche Construction der Doppelstrahlen zweier projectivischer Büschel hinaus. 
Aus dieser Construction hat den Satz Herr Hossfeldt abgeleitet. Vergl. 

^Construction des Kegelschnittes aus fünf zum Theil imaginären Curvenelementen^« 
Inaug.-Dissertadon. Jena, 1882. [Abschnitt 2]. 

Hier wird indessen der Schlufs von der projectivischen Aufreihung der Involu^ 
tionspaare nicht gezogen. Wir geben aus Gründen, die später sich ergeben werden, die- 
sem Reihungsprincip den Vorzug vor dem sonst angewendeten Princip, nach welchem 
z. B. eine Punktinvolution zur Reihe ihrer harmonischen Mittelpunkte bezüglich eines festen 
Pols projectivisch gesetzt werden kann, weil alle diese Reihen unter sich projectivisch 
sind. Einen eleganten Beweis für diese Thatsache giebt z. B. Herr B. Klein in der Arbeit 

„Theorie der trilinear-symmetrischen Elementargebilde^. Habilitationsschrift Mar- 
burg, 1881. [Theil I, § 2.] 

Die Fortentwickelung dieser Methode der Reihung auf Involutionen höherer Ord- 
nungen erfordert eine rein geometrische Theorie der harmonischen Mittelpunkte aller Ord- 
nungen einer geraden Gruppe von beliebig vielen (n) Punkten. Für n ^ 3 ist diese Auf- 
gabe annähernd geometrisch gelöst von Herrn A. Milinowski in der Schrift 

„Die Polaren der ebenen Curven III. Ordnung mit Doppelpunkten^. Programm- 
Abhandlung. Tilsit, 1872. 

Die geforderte Theorie fliefst unmittelbar ab aus der Polaren-Theorie der in drei 
Geraden zerfallenden Curven dritter Ordnuug. Dieselbe Theorie findet sich für Gruppen 
von vier Punkten angebahnt in desselben Verfassers Abhandlung 

„Die harmonischen Mittelpunkte für ein System von vier Punkten in Bezug auf 
einen gegebenen Punkt als Pol^. Zeitschrift für Mathematik und Phy- 
sik [Zeitschr.], Bd. 20, S. 17. 

Eine strenge Theorie der harmonischen Mittelpunkte liegt implicite in jeder Theo- 
rie, welche Punktgruppen als Ordnungsgebilde von Polarsjstemen darzustellen lehrt. In- 
sofern sind Herrn H. Thieme's Schriften 

„Die Definition der geometrischen Gebilde durch Construction ihrer Polarsysteme^. 
Zeitschr., Bd. 24, S. 221 u. 276, 

^Die Flächen 3. O. als Ordnungsfiächen von Polarsjstemen^. Math. Ann., Bd. 28^ 
S. 133, 
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in welchen die genannte Aufgabe als Specialfall der entsprechenden über Garven und 
Flächen nter Ordnung gelöst wird, bereits hier anzuführen. Mit dem speciellen Gebilde 
der Punktgruppe beschäftigt sich Herr H. Wiener in der Arbeit 

^Rein geometrische Theorie der Darstellung binärer Formen etc^. Habilitations- 
schrift. Darmstadt, 1885. 
Note 15 zu § 28. Wenn einer der beiden Kreispunkte für beide Ebenen A 
und B das Gentrum ist, so sind sie in den kleinsten Theilen ähnlich. Es ist dieser Fall 
der conformen Abbildung nach der reinen Kreisverwandtschaft, wie es scheint, der erste, 
welcher eine rein geometrische Behandlung erfährt. Nach analytischer Methode hat die 
betrachtete Verwandtschaft sehr zahlreiche und ausführliche Behandlungen gefunden. 

Note 16 zu §32. Als ein nicht gering anzuschlagender Vortheil der gegebenen 
Definition wird es betrachtet, dafs sie die Entstehung der Involution nter Ordnung aus 
solchen niederer Ordnung in Evidenz setzt. 

Bekanntlich hat Desargues die Involution aiO^ , 5i&s , C1C2 von 6 oder 2.3 Funk- 
ten aus der Beziehung 

definirt, welche zwischen ihren Abständen obwaltet. An diese Beziehung hat Poncelet 
seine Definition der Involution k Snpoints geknüpft. Zwei Punkte a und b sind nach 
ihm in Involution mit zwei Gruppen p^p^ * • 'Pn ^^^ Q1Q2 * ' ' 9n ^^n je n Punkten, wenn 
die Gleichung besteht 

ap^ . Oj?a » - ■ ^Pn flg| . aq^ . . . aq^ 

bpi . bp2 • . . bp^ bq^ . bq^ » . . bqJ^ 

und drei Gruppen p^p^ • • • Pn » Ö'i5'2 • • • ^n > '"i^a •••''« ^^^ J® ^ Punkten bilden eine Invo- 
lution complete ou ^ 3n points, wenn 

ist, wobei unter (pxq) das Product jpx ^i • px ^a . • . Px 9^« zu verstehen ist. Vergl. 

„Traite des proprietes etc**. tome 11. Paris, 1866. [section IV. Proprietes com- 
mnnes aux syst^mes de lignes et de surfaces etc. (No. 271 ff.)]. 

Diese Definition ist nicht wesentlich verschieden von der analytischen Betrach- 
tungsweise der Involution in der Form /(x) — }^g(w) = . An diese Gleichung knüpfte 
zuerst Herr E. de Jonqui^res seine Behandlungen. Vergl. 

^Generalisation de la throne de l'involution etc^. Annali di matematica pura ed 
applicata. Serie I, Bd. 2, S. 86. 

Seitdem befolgen viele Geometer den Gebrauch, für eine in die Betrachtung ein- 
tretende Involution höherer Ordnung die Gleich nngsform =s/(x) — ^^(ä) zu gebrau- 
chen und erst, nachdem ihre wichtigsten Eigenschaften daraus abgeleitet sind, mit der 
geometrischen Behandlung einzusetzen. 

Eine weitere Möglichkeit, Involutionen zu behandeln, liegt in der Betrachtung 
der Involutionscurven. Man untersucht bei Involutionen auf ebenen rationalen Curven 
die HuUcurve der Geraden, welche irgend zwei derselben Gruppe angehörende Punkte 
verbinden, eine Curve, welche von der (n — l)ten Classe ist für die Involution nter 
Ordnung auf einem Kegelschnitte. Vergl. 
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Em. Weyr, ^Über Involutionen höherer Grade^. Joarnal für die reine and an- 
gewandte Mathematik [Journal f. Math.], Bd. 72, S. 285. 

Eine sehr ausfuhrliche Behandlung der Involution dritter Ordnung nach diesem 
Princip giebt Herr Weyr in der Arbeit 

^ Grundzuge einer Theorie der cubischen Involution*'. Abhandlungen der Eonigl. 
Böhmischen Gesellschaft der Wissenschaften zu Prag vom Jahre 1874. 
Sechste Folge, Bd. 7. 

Auf derselben Grundlage beruht Herrn H. Wiener's Schrift 

^Über Involutionen auf ebenen Gurven^. Inaug. - Dissertation. München, 1881. 

So geeignet diese Methode zur genaueren Untersuchung der Involutionen ist, so 
wird sie doch unbrauchbar, soll man eine rein geometrische Theorie der Involutionen 
aufstellen. Wenn man nicht eine vollständige Theorie der Curven voraussetzt, kann sie 
zu brauchbaren Kesultaten nur unter fortwährender Anwendung des Correspondenzprin- 
cips führen, wie es auch in den genannten Abhandlungen geschieht und in den zahlreichen 
Schriften, welche Herr Weyr über specielle Involutionen in den Wiener Berichten ver- 
öffentlicht hat. 

Ferner kann man noch die Involutionen auf rationalen Curven als Schnitte von 
Gurvenbüscheln studiren. So definirt Herr A. Milinowski in der Arbeit 

^Zur Theorie der cubischen und biquadratischen Involution^. Zeitschr« Bd. 19^ 
S. 205. 
die Involution dritter Ordnung in doppelter Weise: Erstens als Schnitt eines Kegelschnittes 
mit einem Eegelschnittbüschel, welches einen Grundpunkt auf dem ersteren hat, zwei- 
tens als Schnitt eines Strahlbüschels mit einer rationalen Gurve dritter Ordnung. Unter 
Beiziehung der Polarentheorie unternimmt Herr Milinowski zu zeigen, dafs ein belie- 
biges Büschel von Curven dritter Ordnung auf einer jeden Geraden eine Involution drit- 
ter Ordnung ausschneidet; von der Untersuchung ist aber nicht immer das Correspon- 
denzprincip fern gehalten. 

Die Involution vierter Ordnung wird als Schnitt eines Kegelschnittbüschels mit 
einem beliebigen festen Kegelschnitt definirt, ferner als Schnitt eines Strahlbnschels mit 
einer Gurve vierter Ordnung mit dreifachem Punkt. Es wird von speciellen Büscheln 
von Curven vierter Ordnung gezeigt, dafs sie eine Gerade in Involutionen vierter Ord- 
nung treffen müssen, und von jedem allgemeinen Curvenbüschel dritter Ordnung, da£s es 
einen durch zwei Grundpunkte gelegten Kegelschnitt in einer Involution schneidet 

Hier ist endlich das in der Note 14 Gesagte zu vergleichen. 

Note 17 zu § 41. Die drei Involutionen ilj . . . -4«-^ » -^i • • • -^n-m» -^«-m+i» 
-4,j_,rt^i; ^„_^+2. . .il„+i,ßn-m+2 • • --^n+i "Werden in trilineare Beziehung gesetzt ganz so, 
wie es für einförmige Gebilde von Hrn. B. Klein a.a.O., § 10 (Note 14) geschieht. Solche 
specielle Gebilde kommen bei der gesonderten Behandlung der Involutionen dritter Ordnung 
vor, die im § 31 auszugsweise gegeben wird. Die sechs Gruppen und Elemente ilj . . . Ä^_^\ 
^«_„,4.i;^n_,„+2.. . i4,»+i; Bi... j5„_„; j5„_,„+i; J?„_^+a. .. J5„+i, und im §31 die 
sechs Elemente il,^^,iJ2 »^) ^1)^2 9 ^^°^ nichts Anderes als die singulären Elemente der 
trilinear bezogenen Keihen nach Herrn Schubert's Bezeichnung. Vergl. § 2 der Abhandlung 
„Die trilineare Beziehung zwischen drei einstufigen Grundgebilden^. Math. Ann., 
Bd. 17, S. 457. 
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Zwischen n in einander liegenden einförmigen Gebilden kann man eine symme- 
trische nfach lineare Beziehung einleiten. Von jeder Gruppe zusammengehöriger Ele- 
mente kann man n — 1 beliebige den n — 1 ersten einförmigen Gebilden zuweisen, das nte 
entspricht denselben im letzten Gebilde. Man kann dann annehmen, dafs auf solche Weise 
ein Polarsystem nter Ordnung entsteht, welches, was freilich nur im specieilen Falle 
n = 3 erwiesen ist, durch sein Ordnungsgebilde, seine n fachen Elemente, bedingt ist. Jedes 
Element irgend einer Gruppe ist die gemischte Polare der n — 1 übrigen Elemente dersel- 
ben. Während Herrn H. Thieme a. a. O. (Note 14) hauptsächlich der Nachweis be- 
schäftigt, dafs Polarsysteme beliebig hoher Ordnung möglich sind, geht Herr H. Wiener 
a. a. O (Note 14), und im specieilen Falle Herr ß. Klein, hauptsächlich darauf aus, ein 
einmal gegebenes Polarsystem nun auch auf möglichst einfache Art zu bestimmen. 
Note 18 zu § 43. In der Abhandlung 

„Zur Vervollständigung der Involutionen höherer Ordnung**. Wiener Ber., Bd. 61 j, 
S. 600 
knüpft Herr Em. Weyr an die Definition der Involution durch ein Büschel von Curven nter 
Ordnung mit einem (n — l)fachen Punkt an. Für den allgemeinen Fall braucht Herr Weyr 
eine algebraische Grundlage. Dafs ein Element nur einer Gruppe einer Involution nter 
Ordnung angehört, und diese Gruppe höchstens n Elemente enthält, zeigt Hr. Thieme 
a. a. O., § 7 (Note 14). 

Note 19 zu § 51. Hieran lassen sich leicht die cyclischen Involutionen des 
Herrn Lüroth (vergl. a. a. O., Note 1, 7) anknüpfen. Sollen zwei projectivische Reihen 
cyclisch-projectivische Gruppen 

^1 .^2 ... ■^fi y /i/jX/i ... X^n , Oj O] ... C/n , • . • 

zulassen, so müssen sie getrennte Doppelelemente D^ , D2 besitzen. Die Involution D^ , 
Ä^A^» • > A^ mufs mit ihrer entsprechenden, wenn man D^A^D^ , , , T D^A^D^, , , setzt, 
zusammenfallen; beide können sich von einander nur durch die Anordnung unterscheiden, 
weil sie zwei Gruppen D^ und A^A^, , . A^ entsprechend gemeinsam haben, und auch dies 
nicht, weil D^ eine dritte sich selbst entsprechende Gruppe bestimmt. Die Involution 
enthält daher alle cyclisch-projectivischen Gruppen, welche den beiden Reihen angehören, 
und aus Gründen der Symmetrie auch das n fache Element D^, Jede cyclische Invo- 
lution ist also eine solche mit zwei n fachen Elementen nach unserer Definition. Das- 
selbe beweist Herr Wiener a.a.O. (Note 16) durch Betrachtung der In volutionscurve einer 
auf einem Kreise gelagerten cyclischen Involution. 

Note 20 zu § 62. Der Beweis läfst sich folgendermafsen führen. Man lasse 
zwei Personen von B^ und A^ aus auf einem von zwei nahen Bögen, die sich nur in 
diesen Punkten treffen, fortschreiten, bis sie sich in irgend einem Punkte C begegnen. 
Liegt dann der zweite Zug der einen zur linken Seite, so liegt er, weil beide Per- 
sonen sich ansehen, der anderen zur rechten Seite. Weil aber beide Curven sich nur 
in Ai und B, treffen, so mufs die zweite Curve während der ganzen Bewegung zur lin- 
ken Hand der ersten und zur rechten Hand der anderen Person liegen. Die erste Per- 
son mufs daher in A^ sich nach links drehen, um die Tangentenrichtung der zweiten 
Curve vor sich zu haben, die andere mufs sich in B^ zu demselben Zwecke um einen 
kleinen Winkel nach rechts drehen. Mithin drehen Strahlen, die die beiden Winkel zwi- 
schen den Tangenten paaren in A^ und B^ durchmessen, sich in entgegengesetzten Richtungen. 
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Note 21 za § 67. Es läÜBt sich sehr leicht zeigen, dafs die Ketten des Büschels 
A^A^ , . . Ai+i »^1^2 • • • ^n+i> sowie auch die der Schaar A^A^ . . . -4^+i O B^B^ . , . B„+i 
im Sinne der analytischen Oeometcie je einem Büschel angehören. Sind $ und $^ die 
beiden unendlich fernen Kreispnnkte, so zerfällt eine Carve des ersten Büschels in die 

Geraden 

A,^ , ^* , . . . A^^^^ , 5,$^ , JB,*^ , . . . B„+i** , 

eine zweite in die Geraden 

BiV , ^]9 , . . . -ö^^jT ^ AiV , 4j« 9 * • • -^«+1^ • 

Von dem zweiten Büschel bestehen zwei Gurven aus je den Strahlen 

B,^ , J?,* , . . . 5^+1* , i5i#^ , J9,*» , . . . 5^+1*' . 

Note 22 zu § 71. Sollte die Gruppe, welche V^VW... und VxüW... 
noch gemeinsam ist, Doppelelemente zeigen, so kann man an die Stelle der letzteren 
Reihe eine andere nahe treten lassen, V^Ü*W,.,y welche mit der ersteren neben W 
eine Gruppe W[ von n verschiedenen Elementen gemeinsam hat; W[ liegt unbedingt sowohl 
mit U^^Vi als mit Ü\V in je einer Involution. Daher mufs an der Grenze, wenn 27' 
sich U nähert, auch W\ sich einer ü ^V und (7^ , V^ gemeinsamen Gruppe W^ nähern. 

Note 23 zu § 77. Den umgekehrten Weg, wie es in der Arbeit geschieht, hat 
Herr B. Klein für das Involntionsnetz zweiter Stufe eingeschlagen (a. a. O., Note 14). 
Die Gesammtheit aller Tripel eines trilinear- symmetrischen Elementargebildes bildet das 
Tripelnetz, welches sich mit unserem Involutionsnetz dritter Ordnung und zweiter Stufe 
deckt. Wenn es sich um Punkttripel auf einem Kegelschnitt handelt, so giebt jedes Tri- 
pel zu einem Dreieck sie verbindender Geraden Veranlassung. Für eine Involution des 
Tripelnetzes sind diese Dreiecke einem Kegelschnitt umschrieben. 

Note 24 zu § 81. Das betrachtete Involutionsnetz /uter Stufe ist nahe verwandt 
mit Poncelet's Involution & («i + 2)m points. Vergl. No. 288 a. a. O. [Note 16]. Herr 
Em. Weyr bezeichnet das Gebilde als eine Involution mten Grades und /uter Stufe. VergL 

^Ober Involutionen nten Grades und Arter Stufe^. Wiener Ber., Bd. 79^9 S. 680. 

Herr Weyr betrachtet die Gruppengebilde, die durch Curvennetze auf rationalen 
ebenen Gurven, durch Flächennetze auf rationalen Raumcurven ausgeschnitten werden. 

Die allgemeinen Sätze, welche wir über Involutionsnetze aufgestellt haben, lassen 
sich auf alle linearen Systeme anwenden. Vergl. 

W. K. Clifford, ^On the Classification of Loci^. Philosophical Transactions etc., 
Bd. 169, S. 663, 
wo unter locus eine gesetzmäfsige Zusammenstellung von Punktgruppen, Strahlengruppen, 
Gurven, Flächen, kurzum von Gebilden, die sich parametrisch reihen lassen, verstan- 
den wird. 

Man kann dieselben Eigenschaften als solche eines ndimensionalen Raumes dar- 
stellen. In dieser Form giebt sie Herr G. Veronese in der Arbeit 

^Behandlung der projectivischen Verhältnisse der Bäume von verschiedenen Dimen- 
sionen etc^. Math. Ann., Bd. 19, S. 161. 

Note 25 zu § 86. Für den besonderen Fall des Netzes zweiter Stufe hat 
Herr F. Schur den Satz bewiesen und erweitert. Ich befinde mich mit ihm aber in 
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4er Bezeichnung in Widersprach, indem nach Herrn Schar 's Vorgang anstatt ^Schaar^ 
^Bfischel^ collinearer Netze za schreiben wäre. Zar Begründung dieser Abweichung diene 
die unverkennbare Analogie der betrefiPenden Gebilde mit den Regeischaaren des Raumes, 
sowie der Umstand, dafs nicht sowohl die Netze selbst, sondern die Collineationen, deren 
Trfiger sie sind, in's Auge gefafst werden müssen. 

Ein Büschel bilden die coUinearen Bündel, welche die Secanten einer Raumcurve 
dritter Ordnung von ihren Pankten aus projiciren. Die verschiedenen Erzeagungsweisen 
der Flächen dritter Ordnung und specieller, von ihm neu eingeführter Ranmcurven sechs- 
ter und Flächen vierter Ordnung führen Herrn Schur auf Netze und Gebüsche colli- 
nearer Ebenenbündel und räumlicher Systeme. Vergl. §§ 7 und 12 der Arbeit 

„Über die darch collineare Grundgebilde erzeugten Curven und Flächen^. Math. 

Ann., Bd. 18, S. 1. 
Die angezogenen Hülfssätze über Curven und Flächen dritter Ordnung finden 
sich in Herrn Reje's Buch 

„Die Geometrie der Lage^, Bd. 2. Zweite Auflage. Hannover, 1880. [Vortrag 24.] 
Später hat Herr Schur den Satz darch Frojection ausgedehnt auf die collinearen 
Punktfelder, die in einem beliebigen Räume nter Dimension liegen. Vergl. 

„Über die Construction der Flächen nter Ordnung^. Math. Ann., Bd. 23, S. 437. 
Note 26 zu § 87. Auf die Analogie zwischen Kegelschnitt -Theorie und der- 
jenigen zweiwerthiger algebraischer Functionen einer Veränderlichen macht Hesse auf- 
merksam in der kurzen Note 

„Ein Übertragungsprincip^. Journal f. Math., Bd. 66, S. 15. 
Es wird jeder Geraden der Ebene das Strahlenpaar zugeordnet, welches sich mit 
ihm auf einem festen Kegelschnitt schneidet und von einem festen Punkt desselben aus- 
geht. Jedem Strablbüschel gehört so eine Involution zu, und die Sätze der Ebene können 
in solche über Involutionen umgeschrieben werden. Der Reihe der Tangenten eines Kegel- 
schnittes entspricht ein Gebilde, von dem je zwei Paare einen Strahl enthalten. Dieser 
Eigenschaft wegen wird es als Involution zweiter Ordnung bezeichnet Da aber seit 
1866 das Wort „Ordnung^ seine Bedeutung verändert hat, mniste statt des Beisatzes 
„zweiter Ordnung^ ein anderer „zweiten Ranges^ gewählt werden. 

Auf dasselbe Übertragungsprincip verweist Hesse in der Note 
„Zar Involution^. Journal f. Math., Bd. 63, S. 179. 

Note 27 za § 88. Dieser Satz ist analog dem, nach welchem zwei projecti- 
vische Kegelschnitte homologe Gebilde collinearer Ebenen sind. 

Note 28 zu § 99. Nach der übereinstimmenden Definition Clifford's und 
Herrn G. Veronese's (Note 24) ist die Involution jiAten Ranges nichts Anderes als eine 
durch einen besonderen Raum lAter Dimension erstreckte rationale Raumcurve ixter Ordnung. 
Wir beziehen öfters die Beweise des dritten Abschnittes nur auf den besonderen 
Fall der ans Panktgrappen einer Geraden bestehenden Involution jiiten Ranges, während 
die Lehrsätze allgemein gelten und gehalten sind. 

Note 29 zu § 106. Ganz so entstehen bei Herrn G. Veronese und bei 
Glifford die in einem Theilraume erstreckten rationalen Raumcurven luiter Ordnung aus 
den allgemeinen, oder in einem gegebenen Räume rationale Curven von höherer Ordnung, 
aIs seine Dimension anzeigt. t^ 

Math, Äbh. nicht zur AkacL gehör. Gelehrter. 1887. L 38 
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Note 30 zu § 122. Über die zwei -zweideutig bezogenen Grundgebilde kann 
man zwei Anfs&tze des Herrn Em. Weyr zu Rathe ziehen. 

^Die Erzeugung der Curven dritter Ordnung mittelst symmetrischer Elementen- 
systeme zweiten Grades**. Wiener Ber., Bd. 69 j, S. 784. 

Jedes Paar des symmetrischen Elementensystems wird auf einem Kegelschnitt 
durch eine Tangente eines anderen ausgeschnitten, die Gurve aber durch Strahlbüschel er- 
zeugt, welche die beiden Systeme von zwei Punkten des ersteren aus projiciren. 

„Theorie der mehrdeutigen geometrischen Elementargebilde^. Leipzig, 1869. 
Note 31 zu § 126. Einen geometrischen Beweis dafür, dafs Kegelschnitte sich 
zu Netzen zusammenschliefsen, gab zuerst von Stand t. Yergl. St. 6., No. 351. 

Wenn A^B^C^D die Punkte sind, welche zwei Kegelschnitten der Büschel K^^K^ 
und K^^K^ gleichzeitig angehören, so gehört z. B. das Punktepaar il£ mit allen drei Paaren, 
die AB auf K^^K^^K^ ausschneidet, zu einer Involution; daher befinden sich A^B^C^D 
auch auf einem Kegelschnitt des Büschels K^^K^, Schwierigkeiten sind zu überwinden^ 
wenn A^B^C^D nicht getrennt liegen. 

Note 32 zu § 128. Auf die hohe Wichtigkeit des von uns mit „Schaar pro- 
jectivischer Kegelschnittbüschel ** bezeichneten Gebildes hat zuerst Herr H. Kor tum hin- 
gewiesen. Vergl. 

„Über geometrische Aufgaben dritten und vierten Grades. Zwei Abhandlungen 
etc.** Bonn, 1869. 

Im § 4 der zweiten Abhandlang findet sich der Satz über Schaaren von Kegel- 
schnittbüscheln aufgestellt, der jedoch der analytischen Geometrie entlehnt wird. Ganz 
so, wie Herr Kor tum die Kegelschnittschaar zur Herstellung des Büschels von Gurven 
vierter Ordnung verwendet, so wird bei uns (§ 148) der allgemeine Schaarsatz zur De- 
finition der Büschel überhaupt dienen. 

Note 33 zu den §§ 143 — 147. Die unendlich vielfache Erzeugbarkeit der Curven. 

Die „Tripelcurve^ dritter Ordnung kann auf unendlich viele Arten durch ein 
Strahlbüschel und ein projectivisches Kegelschnittbüschel erzeugt werden; das Centrum des 
Strahlbüschels ist auf der Tripelcurve willkürlich; sein conjugirter Punkt und irgend ein 
Tripel können in die zugehörige Basis aufgenommen werden. Vergl. § 63, S. 507 von 

(1) ^Jacob St einer 's Vorlesungen über synthetische Geometrie^, Bd. 2, heraus- 

gegeben von Herrn H. Schröter. Zweite Auflage. Leipzig, 1870. 
Von hier aus sucht Herr A. Milinowski die verschiedenen Erzeugungs weisen 
der allgemeinen Gurve dritter Ordnung zu gewinnen, indem er erst nachweist, dafs zu 
einem Centrum S auf der Tripelcurve als Basis des Kegelschnittbüschels jede beigeordnete 
Rest -Gruppe genommen werden kann, und indem er alsdann die allgemeine Curve dritter 
Ordnung mit der Tripelcurve zu identificiren versucht. Vergl. die Schrift 

(2) ^Zur synthetischen Behandlung der ebenen Curven dritter Ordnung^. Zeitschr., 

Bd. 21, S. 427. 
Ferner handelt über den gleichen Gegenstand desselben Verfassers Arbeit 

(3) „Synthetischer Beweis des Satzes, dafs jede ebene Curve dritter Ordnung etc^. 

Zeitschr., Bd. 23, S. 327. 

(4) Für die Identität der Tripelcurve und des Erzeugnisses eines Strahlbüschels 
mit einem projectivischen Kegelschnittbuschel liefert einen strengeren Beweis, 
als es a. d. a. O. geschehen war, Hr. F. Schur. Zeitschr., Bd. 24, S. 119. 
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(5) Von hoher Wichtigkeit für die Theorie der Carve dritter Ordnung sind die 

Entwickelungen, die Herr Th. Reye im 248ten und 258ten Vortrage 
des zweiten Bandes seiner „Geometrie der Lage^ giebt. 

Ffir die allgemeine Erzeugung der Curven durch projectivische Büschel sind von 
Bedeutung Herrn A. Milinowski's Abhandlungen 

(6) „Zur synthetischen Behandlung der ebenen Curven vierter Ordnung^. Zeitschr., 

Bd. 23, S. 85 und 211, 
in -welchen der in den §§ 143 ff. der vorliegenden Arbeit durchgeführte Procefs, welcher von 
den verschiedenen Erzeugungsweisen der Curven nter Ordnung aus unter Benutzung einer 
Schaar projecti vi scher Büschel aus Curven (n — l)ter Ordnung zum Büschel, von da zum 
Curvennetz, von da endlich zur Büschelschaar führt, für Curven vierter und fünfter Ord- 
nung dargelegt wird, jedoch mit nicht immer rein geometrischen Mitteln. Als Schlufsresul- 
'* täte werden einige der Lehrsätze der §§ 129 — 138 über Curven nter Ordnung hingestellt. 

Doch berechtigt die sehr specielle und complicirte Behandlung schon der Curven vierter 
Ordnung Herrn A. Milinowski keinesweges zur Aufstellung so allgemeiner Sätze. In 
den §§ 143 — 147 findet man eine wesentlich vereinfachte und, wie ich hoffe, strenge Dar- 
legung der bezüglichen Lehrsätze. Der Grandgedanke der ganzen Entwickelung ist Herrn 
Kort um zuzuschreiben. Vergl. Note 32. 

Note 34 zu § 148. Diese Methode, ein Curvenbüschel zu definiren, geht auf M. 
Chasles zurück, der ein Büschel von Curven dritter Ordnung durch ein festes Kegel- 
schnittbüschel und Strahlbüschel erzeugt, welche zu demselben Kegelschnitt perspectivisch 
sind. Vergl. 

„Note sur les courbes de troisi^me ordre concernant les points d^'ntersection etc^. 

Comptes rendus etc., Bd. 41, S. 1190. 
Vergl. auch die Entwickelungen der Herren Milinowski und Kort um a. d. a. O. 
(Noten 33,6 und 32). 

Note 35 zu § 155. Es ist dies der Jacobi'sche Satz. Vergl. Journal f. Math., 

Bd. 15, S. 285. 
Note 36 zu § 156. Es ist dies der Cayley*sche Satz. Vergl. The Cambridge 

Mathematical Journal etc., Bd. 3, S. 211. 

Note 37 zu § 160. Die Theorie der Polaren der Curven dritter Ordnung be- 
handelt Herr Milinowski aufser a.a.O. (Note 14) noch im zweiten Theil der unter (2) 
in der Note 33 angeführten Abhandlung. Die Polaren von Curvenpunkten ergeben sich un- 
mittelbar aus den verschiedenen Erzeugungsmetboden der Curven dritter Ordnung, und hier- 
aus wird auf die Polaren anderer Punkte geschlossen. 

Aus der Theorie der ^harmonischen Polarcurve^ wird die Polarentheorie abgeleitet 
in der Abhandlung 

^Zur Polarentheorie der Curven und Flächen dritter Ordnung^. Journal f. Math., 
Bd. 89, S. 136. 

Lehrsätze über die Polarentheorie der Curven vierter Ordnung stellt Herr Mi- 
linowski a. a. O. (Note 33, 6) auf, wobei wieder für Curvenpunkte die Polare mit Hülfe 
derer eines Büschels von Curven dritter Ordnung erzeugt wird und daraus auf die eines 
Punktes aufserhalb der Curve geschlossen wird. 

38^ 



300 E. K ö T T E R : Grundzüge einer 

Das Allgemeine eines solchen Schlusses von n — l auf n hat Herr Schur ent- 
wickelt in der Abhandlung 

^Eine geometrische Ableitung der Polareigenscbaften ebener Curven*'. Zeitschr., 
Bd. 22, S. 220. 

Hier sind wiederum Herrn H. Thieme's Arbeiten anzuführen (Note 14). 
Die von uns gegebene Entwickelung knüpft an eine kurze Note des Herrn A. Beck 
in Riga an. Vergl. 

^Zur allgemeinen Theorie der Gurven und Flächen*'. Math. Ann., Bd. 14, S. 207. 
Note 38 zu § 168. Diese Beweismethode befolgt M. Ghasles a. a. O., (Note 34); 
fernere Beispiele für sie finden sich im § XI, No. 55 von Herrn E. de Jonqui^res, 

„Essai sur la generation des courbes g^ometriques etc*'. Memoires presentes par 
divers savants etc., Bd. 16, S. 159. 
Note 39 zu § 168. Vergl., wie überhaupt für die analytische Seite der hier 
behandelten Theorien, den Aufsatz der Herren Brill und Nöther 

„Über die algebraischen Functionen und ihre Anwendung in der Geometrie^. 
Math. Ann., Bd. 7, S. 269. 
Note 40 zu §173. H. Qrafsmann's Arbeiten über die ebenen Gurven sind 
die folgenden 

„Grundzüge zu einer rein -geometrischen Theorie der Gurven, mit Anwendung 

einer rein- geometrischen Analyse^. Journal für Math., Bd. 31, S. 111. 
„Über die Erzeugung der Gurven dritter Ordnung durch gerade Linien etc.^. 

ibidem, Bd. 36, S. 177. 
„Der allgemeine Satz über die Erzeugung aller algebraischen Gurven durch Be- 
wegung gerader Linien^, ibidem, Bd. 42, S. 187. 

„Die höhere Projectivität und Perspectivität in der Ebene; dargestellt durch geo- 
metrische Analyse^, ibidem, Bd. 42, S. 193. 

„Die höhere Projectivität der Ebene; dargestellt durch Functionsverknüpfungen^. 
ibidem, Bd. 42, S. 204. 

„Erzeugung der Gurven vierter Ordnung durch Bewegung gerader Linien', ibidem, 
Bd. 44, S. 1. 

„Die lineale Erzeugung von Gurven dritter Ordnung^, ibidem, Bd. 52, S. 254. 
Note 41 zu § 176. Ahnliche Entwickelungen finden sich bei Herrn Wiener 
a. a. O. (Note 14). 

Note 42 zu § 178. Vergl. wegen dieser Fassung des Problems Herrn E. de 
Jonquieres' Essai (Note 40), No. 15ff. Von den Grundpunkten zweier erzeugender Bü- 
schel nter und n'ter Ordnung hat man noch nn* — 1 wesentliche zu bestimmen, wenn sie 

eine durch ^ gegebene Punkte gehende Gurve (n 4- n')ter Ordnung er- 
zeugen sollen; hier ist n = 1 und v! ^=i n zu setzen. Alle unbekannten Basispunkte sind 
in die zweite Basis verlegt. 

Unser Verfahren ist nicht wesentlich von dem Eortum'schen verschieden. Kann 
man für beliebige Punkte Ci , C, , . . • C„_„j , -4„_2^^j , . . . ^2«+! ^^^ Aufgabe lösen 

WO die ... hinter Cy^_^ m — 1 abhängige Punkte bedeuten, so setzt man 
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[Ci C2 • • • ^«-m— 1 •^«-2to + 1 •• "J (-^«i — am '^n-2»n + 2 ••• -^2*1+1) ^ ^n-2m ^ii-2m+3 * * * ^2«»+l 

and andererseits 

[C7jC72 ... C7^— ,n — 1 -^11— 2m*"J (-^n-am+i -^n— 2m + 2 * •* -^2«+!) ^ ^n — 2m+l ^n— 2 «i+2* ' ' ^2ii+l* 

Alle Gurvenbuschel der durch die beiden links stehenden Büschel bestimmten Schaar haben 
die Beziehung zu befriedigen 

[Cj . . . C^_TO«i . . .J (-4^_2^ -^«—2 m + l • • • -^aie+l) ^ ^n— 2m^n— 2m + l * • • ^2n+l> 

ein Büschel der Schaar genügt daher der Forderung 

[Gl . . . ^n^m—l ' • J (-^«—2 m-l -^—im • • • -^2»+!/ ^ ^n— 2 nt — l ^n— 2fii • • ■ ^2«+l ' 

SO weiter schliefsend erhält man die Gewifsheit, dafs sich durch ^ Punkte 

im Allgemeinen eine und nur eine Curve (n + l)ter Ordnung legen läfst. Yergl. die Ent- 
-wickelungen der Herren Eortum und Milinowski a. d. a. O. (Noten 32 und 33,6). 

Eine hiervon verschiedene Methode der Curvenerzeugung giebt Hr. G. Härten- 
berger im 58sten Bande des Journals für Math. Doch wird diese Arbeit illusorisch 
wegen eines auf S. 58 gemachten Fehlers, den bereits Herr Kor tum bemerkt hat. 

Wie man bei der Construction algebraischer Flächen zu verfahren hat, zeigt 
Herr Fr. Schur a. a. O. (Note 25). 

Note 43 zu § 179. Eine ausführliche Darstellung des Zusammenhanges zwischen 
V. Staudt's Imaginären -Theorie und der Betrachtungsweise der analytischen Geometrie 
findet sich in der Abhandlung des Herrn Stolz. Yergl. Note 1. 

Note 44 zu § 179. Diese Entwickelung giebt Herr F. August a. a. O. (Note 1). 



Berichtigungen. 

S. 33, Z. 1 V. o. hinter ^A^ schalte ein ^[oder von ß^ und A^, wo dann ganz analog zu 

schliefsen wäre]**. 
S. 33, Z. 2 V. u. hinter „aber** schalte ein „wenn r im Unendlichen liegt''. 
S. 37, Z. 2 V. u. statt „Punkte" lies „ Punktfolgen ". 
S. 40, Z. 14 V. u. statt „sie" lies „/^ und Sg". 
S. 74, Z. 8 u. 9 V. o. sind die oberen Striche zu tilgen. 
S. 103, Z. 7 V. o. fallen die Worte „durch Ketten" fort. 
S. 105, Z. 4 V. u. statt „diese" lies „Z7 und F". 
S. 141, Z. 1 V. o. hinter „F«" schalte ein „der Involution". 
S. 193, Z. 3 V. o. statt „beliebigen" lies „besonderen". 

S. 264, Z. 2 V. o. statt „solches" lies „a faches" u. statt a lies « + 1 in den Z. 8, 10, 12, 14. 
S. 278, Z. 2 V. U4 statt „(m + n + r) i/" lies „(n + r) »;". 
S. 280, Z. 11 V. u. statt „ TT ^0** lies «TT oder W^qQ^'. 
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